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INTRODUCTION 



Ce texte est une introduction à quelques problèmes arithmétiques liés aux systèmes 
dynamiques issus de la géométrie algébrique. Il se comporte de trois chapitres assez 
autonomes, issus des trois exposés que j'avais faits lors des États de la recherche en 
mai 2006 à Rennes. 

Le premier chapitre, Hauteurs sur l'espace projectif, explique la théorie des hau- 
teurs, initiée par Weil et Northcott, et en démontre les principales propriétés fon- 
damentales, notamment la variation de la hauteur sous l'effet d'un morphisme et le 
théorème de finitude. La théorie est bien plus simple lorsque l'on se borne au cas du 
corps des nombres rationnels, car toutes les subtilités liées à la théorie algébrique des 
nombres s'évanouissent alors. Nous nous limitons d'ailleurs à ce cas dans le premier 
paragraphe, et en profitons pour donner un aperçu de ce que cette théorie peut dire 
des systèmes dynamiques polynomiaux, en particulier de leurs points prépériodiques. 
C'était en effet la motivation initiale du théorème de finitude. Une dernier paragraphe, 
d'esprit plus analytique, exprime la hauteur d'un point comme somme de termes lo- 
caux ; le formalisme des fonctions de Green que nous introduisons est inspiré du lan- 
gage de la géométrie d'Arakelov. 

Le second chapitre est consacré aux systèmes dynarn i ques p olynomiaux et, prin- 
cipalement, à ceux qui sont polarisés au sens de Zhang 1I20O6I) . Nous expliquons un 
certain nombre de conjectures arithmétiques les concernant, en tâchant de décrire 
quelques exemples et quelques démonstrations. De fait, la résolution de certaines 
de ces conjectures dans l'exemple du système dynamique donné par la multipli- 
cation par 2 dans une variété abélienne est l'une des grandes avancées du sujet 
da ns les années 1980- 2000. Nous introduisons enfin le théorème d'équidistribution 
de ISzpiRO etall ll997D et ébauchons son application à la résolution des conjectures 
évoquées, ainsi que quelques généralisations. Peu de tem ps avant que ce text e n'entre 
sous presse, j'ai appris l'existence du contre-exemple de lCHiocA & TuckËrI 120090 à 
certaines de ces conjectures ; nous en profitons pour le décrire. 

La preuve de ce théorème d'équidistribution requiert tout l'arsenal de la géométrie 
d'Arakelov et sort du cadre de ces notes. Dans un dernier chapitre, nous le démontrons 
dans le cas particulier d'un système dynamique a ssocié à une fraction rationnelle de 
degré ^ 2 en une variable. Suivant la méthode de BiLuI 1 1997|] . nous montrons enfin 
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comment un cas particulier implique certaines des conjectures du chapitre 2 pour les 
systèmes dynamiques toriques. 

Chacun des chapitres se termine par quelques exercices et compléments, parfois 
issus de la littérature récente. 

Depuis une dizaine d'années, l'étude arithmétique des systèmes dynamiques poly- 
nomiaux s'est considérablement développée. L'objet initial de ces exposés était d'ex- 
pliquer à un public principalement issu de la dynamique holomorphe les théorèmes 
d'éq uidistribution en g éométrie d'Arakelov. Le lecteur intéressé trouvera dans l'ou- 
vrage [sÏwËrmÂ^ I2ÔÔ3 de nombreux développements qui n'ont pu trouver leur place 
dans ce texte. 

Je remercie les organisateurs de m' avoir invité à donner ce cours, et le public, nom- 
breux, pour sa participation. Je remercie aussi P. Autissier, M. Baker, S. Cantat, T.- 
C. DiNH, V GuEDj, L. Moret-Bailly, N. Sibony, ainsi que le rapporteur, pour leurs 
commentaires pendant la conférence ou sur des versions préliminaires de ce texte. 
Je remercie enfin D. Ghioca et T. Tucker de m' avoir autorisés à inclure leur contre- 
exemple, non encore publié. 



CHAPITRE 1 



HAUTEURS SUR L'ESPACE PROJECTIF 



La méthode de « descente infinie » initiée par Pierre de Fermât (1601-1665) dans 
l'étude des équations diophantiennes repose sur trois piliers : 

- une notion de taille d'une solution d'une telle équation ; 

- à partir d'une solution donnée, la construction d'une solution de taille moindre ; 

- le fait que ces tailles — usuellement des nombres entiers — ne peuvent diminuer 
indéfiniment. 

Cette méthode a permis à Fermât d'établir des résultats négatifs, par exemple l'inexis- 
tence de triangles rectangles à côtés entiers dont l'aire soit un carré parfait, problème 
qui se ramène à « l'équation de Fermât » de degré 4. Elle intervient aussi dans la dé- 
monstration par Ernst Kummer (1810-1893) du grand théorème de Fermât pour les 
nombres premiers régulier^Iïl Plus remarquablement peut-être, elle a aussi permi de 
prouver des résultats positifs ; citons par exemple la démonstration (1747) de Leonhard 
EuLER (1707-1783) que tout nombre premier congru à 1 modulo 4 est somme de deux 
carrés (un théorème annoncé par Fermât lui-même en 1640). 

Cette méthode a deux avatars modernes. Le premier, la théorie des hauteurs, aux- 
quelles ce texte est consacré, est une version géométrisée de la notion de taille d'une 
solution d'une équation diophantienne. Elle fut développée à la fin des années 40 par 
André Weil (1906-1998) et Douglas Geoffrey Northcott (1916-2005). C'est en effet 
l'un des deux ingrédients de la preuve du théorème de Mordell-Weil selon lequel 
les points rationnels d'une variété abélienne défini e sur un corp s de nombres forment 
un groupe abélien de type fini (voir par exemple [serreI lll997l) ). Northcott utilisa 



ce concept de hauteur pour établir des propriétés arithmétiques de certains systèmes 
dynamiques ; nous y reviendrons amplement. 

L'autre ingrédient de la démonstration du théorème de Mordell-Weil résulte du 
théorème de finitude de Hermite-Minkowski en théorie algébrique des nombres et 



' 'Ce sont les nombres premiers p qui ne divisent pas le numérateur d'un des nombres de Ber- 
noulli 82,84, 8p-3, ou plus conceptuellement, les nombres premiers p tel que le groupe des classes 
d'idéaux du corps cyclotomique Q{(p) soit d'ordre premier à p. 
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d'un argument de cohomologie galoisienne. Son élaboration moderne, variétés de des- 
cente, lois de récipro cité et principes local-global, sort largement du cadre de cet article. 



Je renvoie au survol (119921] de J.-L. Colliot-Thélène pour une première introduction. 



Revenons aux hauteurs. Dans les applications modernes à l'arithmétique, il est sou- 
vent utile, voire crucial, d'assouplir le strict point de vue « équationnel » des classiques 
pour mieux exploiter les propriétés géométriques des objets étudiés. On est ainsi plu- 
tôt amené à définir la hauteur d'un point de l'espace projectif, voire d'une variété pro- 
jective, et à étudier le comportement de cette hauteur par des morphismes de varié- 
tés algébriques. Il faudra étendre les définitions naïves que l'on peut adopter pour les 
nombres entiers au cas des nombres algébriques. Nous commençons cependant ce 
cours par le cas des points rationnels : il fait déjà apparaître les idées principales tout 
en évitant les complications dues à la théorie algébrique des nombres. 



§1.1. Hauteur d'un point rationnel 
A. Définition 

Soit donc k un entier naturel et notons l'espace projectif de dimension A;. Voyons- 
le comme schéma, c'est-à-dire comme la donnée, pour tout anneau A, de l'ensemble 
P'^iA) de ses points à coordonnées dans A. De fait, nous n'aurons besoin pour l'instant 
que du cas où A est un corps F : alors, P^(F) n'est autre que l'ensemble des droites 
vectorielles de l'espace f'^'^^. Un point x g P*(F) possède ainsi k+l coordonnées 
(xo, ...,Xk) non toutes nulles — celles d'un vecteur directeur quelconque de la droite 
correspondante — bien définies à un facteur multiplicatif non nul près. Si (xq, . . . , x^) 
est un élément non nul de F^"^^, on notera [xq : ••• : x^] le point correspondant 
deP^(F) ; nous dirons que (xq, . . . , x^) en sont des coordonnées homogènes. 

Considérons dans ce numéro le cas du corps Q des nombres rationnels. Soit ainsi 
X un point de P^(Q) — on parle de point rationnel. Parmi la multiplicité de ses coor- 
données homogènes, on peut en choisir certaines plus particulièrement. Il est en effet 
loisible de multiplier les X; par un dénominateur commun ; ce sont alors des entiers 
relatifs. On les divise alors par leur plus grand diviseur commun, de sorte à obtenir 
une famille (xo,...,Xfc) de coordonnées homogènes formée d'entiers relatifs premiers 
entre eux dans leur ensemble. Observons alors que deux telles familles ne définissent 
le même point que si elles diffèrent l'une l'autre par multiplication par ±1. 

Cela montre la correction de la définition suivante : 

DÉFINITION 1.1.1. — Soit X = [xq : ■ ■ ■ : Xk] un point de P'^iQ), dont les coordonnées ho- 
mogènes sont des entiers premiers entre eux dans leur ensemble. On appelle hauteur ex- 
ponentielle de X le nombre entier Hix) = max(|xol , . . . , |Xytl). La hauteur logarithmique 
de X est définie par la formule 



h{x) = \ogHix) =logmax(|xol,...,|Xfc|). 
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Les deux notions de hauteurs, exponentielle et logarithmique, ont leur intérêt sui- 
vant les contextes. Dans ce texte, nous appellerons tout simplement hauteurla hauteur 
logarithmique. 

De la définition résulte immédiatement une propriété de flnitude, facile mais fon- 
damentale. 

Proposition 1.1.2. — Pour tout nombre réel B, l'ensemble des points de P*^(Q) de 
hauteur au plusB est fini. 

Démonstration. — En effet, un tel point est déterminé par le choix de A; + 1 entiers 
relatifs (xq, . . . , Xyt) , non tous nuls, et vérifiant |X; | ^ e^ pour tout / . Il n'y a qu'un nombre 
fini de telles familles d'entiers, d'où la proposition. □ 



Il est en fait possible, voir lSCHANUElJ il979l) . d'établir le comportement asympto 



tique du nombre NiB) de points de P^(Q) de hauteur au plus B — il est commode ici 
de considérer la hauteur exponentielle. On trouve 

card{x e P*(Q) ; H{x) ^B}^ 

où C désigne la fonction zêta de Riemann. On doit à Yuri Manin d'avoir entrevu 
comment cette asymptotique peut se généraliser à des variétés plus générales. L'ex- 
posant A; + 1 doit par exemple être interprété comme l'ordre du pôle de la forme 
différentielle^Çxi /xqXa • • • a dixt/xo) sur P*^ le long de l'hyperplan d'équation xq = 0. 



Je renvoie à lPEYREl (120021) pour une introduction à ce thème. 



B. Irrationalité des points prépériodiques 

Venons-en maintenant au thème de ces États de la recherche et considérons un 
système dynamique polynomial sur P'^, c'est-à-dire une application / de P* dans 
lui-même qui applique un point x de coordonnées homogènes [xq : • • • : Xk] sur le 
point /(x) dont des coordonnées homogènes sont 

[foixo>--->^k) '■ fiixQ,...,xic) /fc(xo,...,Xfc)], 

où les // sont des polynômes à coefficients dans Q (pour le moment). Pour que la dé- 
finition fasse sens et définisse un endomorphisme de l'espace projectif, il est nécessaire 
et suffisant que les polynômes soient homogènes de même degré, disons d, et qu'ils 
n'aient pas de zéro commun dans P'^. Par là, nous entendons sans zéro commun non 
seulement dans P^(Q), mais aussi dans P^(C), condition bien plus forte. Ils sont alors 
sans facteur commun. Nous dirons pour abréger que / est un endomorphisme de P'^ et 
que d est son degré. 

Proposition 1.1.3 (Northcott). — Soit f: P^ P^ un endomorphisme de degré d 
de P*^. // existe alors un nombre réel c (ne dépendant que de f) tel que tout point 
X G P*^(Q) satisfasse les inégalités 

dh{x) - c ^ h{f{x)) ^ dh{x) + c. 
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Démonstration. — Il est loisible de multiplier les polynômes fi par un dénominateur 
commun de leurs coefficients ; ce sont alors des polynômes à coefficients dans Z. 

Considérons l'énoncé suivant : pour tout polynôme g e Z[Xq,...,X]c], supposé ho- 
mogène de degré d, il existe un nombre réel c(g) tel que l'on ait 

(1.1.4) |g(xo,..., Xfc) I ^c(g) max(|xol,...,|Xjfc|)'^ 

pour tout (xo,...,Xfc) e R*^"""^. Le cas d'un monôme est évident; par récurrence sur le 
nombre de monômes de g, le cas général en résulte grâce à l'inégalité triangulaire. 

Soit X un point de P*^(Q) de coordonnées homogènes [xq : ••• : Xfc], supposées en- 
tières et premières entre elles. Le point /(x) a pour coordonnées homogènes la famille 
[/o(x) : • • • : /jfc(x)] . Celles-ci sont entières mais pas forcément premières entre elles ; no- 
tons donc Ô leur pgcd (supposé ^ 1). On a alors 

M/(x))=logmax(|/o(x)/5|,...,|/fc(x)/<5|) 
^ logmax(|/o(x) I , . . . , |/fc(x) |) 
^ logmax(c(/o), . . . , cift» + <ilogmax(|xol , . . . , 1x^1) 
^ c + dhix), 

otic = logmax/c(/;). 

L'autre inégalité est plus subtile. Comme les /, sont sans zéro commun dans P*=(C), 
leur seul zéro commun dans C*^"*"^ est (0, . . . , 0). Un polynôme g sur C*^"*"^ qui s'annule là 

oti les fi s'annulent simultanément n'est pas nécessairement une combinaison des f. 
Toutefois, le théorème des zéros de Hilbert entraîne que c'est le cas d'une puissance 
de g: 

Théorème 1.1.5 (Théorème des zéros de Hilbert). — Soit F un corps algébrique- 
ment clos, soit P\,...,Pn des polynômes en k variables à coefficients dans F. Soit 
P e F[Xi,...,Xjfc] un polynôme qui s'annule en tout point x = (xi,...,Xjfc) de F^ tel 
que Pi (x) = • • • = P„ (x) . // existe alors un entier m^ l et des polynômes Qi,...,Qn ^ 
FolXi,..., Xk] tels queP"' = PiQi + --- + PnQn. 

De plus, si les coefficients des polynômes P, appartiennent à un sous- 

corps Fq de F, on peut choisir les polynômes Qi de sorte que leurs coefficients appar- 
tiennent à Fq. 

Enfin, si les polynômes P et P\,...,Pn sont homogènes, on peut choisir les poly- 
nômes Qi homogènes. 

Démonstration. — La première partie de l'énoncé est le théorème classique dont le 
lecteur trouvera une démonstration dans tout livre d'algèbre commutative élémen- 
taire. 

Les deux ajouts s'en déduisent en considérant une base de F comme Fo-espace vec- 
toriel et les composantes homogènes des polynômes Q j . □ 

Appliquons ceci aux polynômes Xj, pour ^ j ^ A;. Il existe donc un entier t et des 
polynôme gij à coefficients rationnels tels que Xj = T.'^^q figij- Quitte à ôter de gij les 
termes de degrés autres que t-d, on peut supposer que chaque gij est homogène de 
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degré t-d. Soit D un dénominateur commun des coefficients des polynômes gij. La 
relation 

k 

(1.1.6) Dx\ = ^fi{x)Dgij[x) 

i=0 

et l'inégalité I I1.1.4I I appliquée aux polynômes Dgij entraîne une majoration de la 
forme 

D\Xi\' ^ Cl max(|/o(x)|,...,|/fc(x)|)max(|xol,...,|Xfc|)^"'*, 
où Cl est un nombre entier. De là en resuite l'inégalité 

max(|xol,...,|Xfc|)^ < C2max(|/o(x)| |/fc(x)|)max(|xol , Ix^l)^"'' 

puis 

<ilogmax(|xol,...,|Xfc|) ^ cs + logmax(|/o(x)| |/a;(x)|). 

Comme les Xj sont premiers entre eux, la relation (11.1.61 implique que le pgcd des fj (x) 
divise D. A fortiori, ô et 

dh{x) ^C3 + \ogD + \ogmax{\fo{x)/ô\,...,\fkM/Ô\) i^C4 + Hf{x)), 

ainsi qu'il fallait démontrer. □ 

Après cette démonstration, insistons sur le fait que l'inégalité de gauche — la mino- 
ration de la hauteur de l'image de x — a requis le théorème des zéros de Hilbert et 
donc l'hypothèse que les polynômes // sont sans zéro commun dans P^(C). La seule 
absence de zéro commun dans P^(Q) n'aurait pas une telle conséquence algébrique et 
ne permettrait pas d'établir la minoration voulue, voir par exemple l'exercice 12. 4. Il du 
chapitrelUpour un contre-exemple explicite. 

On doit à Northcott] 1 1950l) d'avoir mis en évidence l'importante propriété de fini- 



tude énoncée dans la prop. ll.l.2l précisément en vue de la conséquence suivante. 

Étant donné un système dynamique /: X d'un ensemble X, nous dirons qu'un 
point X G X est périodique pour / s'il existe un entier n ^ l tel que /"(x) = x, où 
/" désigne le n-ième itéré / o • • • o / de /. Nous dirons qu'un point x est prépério- 
dique si l'un de ses itérés est périodique ; cela revient exactement à dire que l'orbite 
{x, / (x) , (x) , . . . } de X est un ensemble fini. 

Corollaire 1.1.7 (Northcott). — Soit f: P*^ P^ un endomorphisme de degré d à 
coefficients rationnels. Supposons d^l.Il existe un nombre réelmif) tel que pour tout 
point X de P'^iQ) qui est prépériodique pour f, onaith{x) ^ m(/). En particulier, iln'y 
a dansP'^iO) qu'un nombre fini de points prépériodiques pour f. 

Démonstration. — L'encadrement de la prop. 11.1 .Sl entraîne par récurrence l'inégalité 

d"-\ d"-l 

d"/z(x) - c— ^ hif"ix)) ^ d^hix) + c— , 

a - 1 a - 1 
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valable pour tout entier n ^ et tout point x e P*^(Q). Si un point x est prépériodique, 
son orbite {x,/(x),/^(x),...} est finie, donc il existe des entiers n^O et l tels que 
/«(x) = /"+Pt^'.Posonsy = /"(x).Onadonc /P(y) = yet 

a" a - 1 a - 1 

De même, 
d'où 

Finalement, la hauteur de tout point prépériodique x g P^(Q) vérifie 

2d-l 
^^^^ ^ ^(^' 

ce qui démontre le corollaire. □ 

On pourra observer que la borne obtenue pour la hauteur d'un point prépériodique 
est assez explicite. Outre le degré d, elle fait intervenir les coefficients de l'endomor- 
phisme / via la constante c de la proposition ll.1.31 Expliciter cette dernière constante 
est possible, mais subtil : s'il est évident d'expliciter la majoration fournie par cette pro- 
position, la minoration repose sur l'utilisation du théorème des zéros de Hilbert dont 
les p remières version s effectives n'ont été démontrées que dans la fin des années 1980 



fvoir iTEissiERl il990|] pour un survol de ce problème). 



C. Hauteur normalisée 

Bien d'autres fonctions que la fonction h introduite ici sont d'une utilité compa- 
rable pour l'arithmétique. Notons par exemple que le choix d'un autre système de co- 
ordonnées sur l'espace projectif (c'est-à-dire la composition avec une homographie) 
fournirait une autre fonction hauteur h', certes telle que h' - h est bornée en vertu de 
la proposition ll.1.31 La situation des sys tèmes dynamiques f ourni t une variante très 



commode de la hauteur, systématisée par ICALL & SilvermanI il993ll mais dont le prin- 
cipe remonte à Néron et Taxe. 

Avant de continuer, observons l'exemple simple du système dynamique sur 
donné par l'élévation des coordonnées homogènes à la puissance d, autrement dit 
/([xo : Xi]) = [Xg : xf], soit encore /o = et /i = Xf. Les points prépériodiques 
dans P^(C) sont les points [0 : 1], [1 : 0], ainsi que les points de coordonnées homo- 
gènes [1 : Cl. oii C est une racine de l'unité. Parmi ces points, seuls [0 : 1], [1 : 0], [1 : 1] 
et [1 : -1] sont rationnels. Observons aussi que l'inégalité reliant hix) et h{f{x)) est 
dans ce cas une égalité : 

hax^:xf]) = dhaxo:xi]). 
En modifiant légèrement la hauteur, nous allons généraliser cette égalité. 
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Proposition 1.1.8. — Soit f-.V^ un endomorphisme de l'espace projectif donné 
par des polynômes homogènes de degré d sans zéro commun dans P*^(C). Supposons 
d^2. Il existe alors une unique fonction ^ : P'^(Q) ^ R telle que h- h soit bornée et telle 
queh{f{x)) - dh{x) pour tout xeP'^iQ). 

Démonstration. — Munissons l'espace des fonctions bornées de P^(Q) dans R de la 
norme uniforme et munissons l'espace affine E des fonctions telles que (p- h soit bor- 
née de la distance induite. C'est un espace métrique complet. L'application T: ip ^ 
^(pof est linéaire et applique E dans lui-même, car Tih) - h est bornée. Cette applica- 
tion est contractante, de constante de Lipschitz au plus l/d <l. Elle possède donc un 
unique point fixe dans E. □ 

La fonction h est appelée hauteur normalisée. Notons la formule 
(1.1.9) kx) = lim ^hifix)). 

La démonstration directe de la convergence de la la limite permet de donner une dé- 
monstration d'apparence un peu plus constructive de la proposition précédente (mais 
essentiellement identique). La hauteur normalisée vérifie les propriétés suivantes : 

Proposition 1.1.10. — a) onahix)^0 pourtoutxeV'^iQ) ; 

b) un point xe P (Q) vérifie h{x) = si et seulement s'il est prépériodique ; 

c) pour tout nombre réel B, l'ensemble des points x e P^ (Q) tels que hix) est fini. 

Démonstration. — La propriété c) résulte immédiatement de la propriété analogue 
pour h et de ce que h- h est bornée. Comme h est positive ou nulle, la propriété a) est 
manifeste sur la formule Jl. 1.911 ci-dessus. Elle se déduit aussi, ainsi que la propriété b), 
de l'assertion de finitude. 

Soit en effet x e P*^(Q). On a h{f"{x)) - d^h{x). Si x est prépériodique, il existe des 
entiers n^Qetp^l tels que /"(x) = f"+P{x). Par suite, d"kx) = d^+PHx), d'où 
hix) - car d^2. Inversement, si hix) ^ 0, les termes de la suite ((/"(x)) forment un 
ensemble de points de hauteur normalisée négative ou nulle, donc fini d'après c). Il 
existe donc des entiers n^ et p ^ l tels que /"(x) = /"+P(x). Autrement dit, x est 
prépériodique et hix) =0. □ 

Tels qu'énoncés ci-dessus, c'est-à-dire restreints au cas du corps des nombres ra- 
tionnels, les résultats précédents ne sont pas suffisants. Concernant par exemple les 
points prépériodiques, ils ne donnent des renseignements que sur ceux qui possèdent 
un système de coordonnées homogènes rationnelles, et ceux-ci sont en nombre fini 
d'après le théorème de finitude. Pourtant, ainsi que le montre l'exemple du système 
dynamique sur P^ donné par l'élévation des coordonnées à la puissance d, l'ensemble 
des points prépériodiques (à coordonnées homogènes complexes, mais en fait al- 
gébriques) est infini. Ainsi que nous le verrons plus bas, il est même dense pour la 
topologie de Zariski (prop. IZZT] du chapitre |2). De plus, les énoncés précédents ne 
concernent que l'espace projectif et il convient d'établir les propriétés générales des 
hauteurs et d'en dégager les applications aux systèmes dynamiques polynomiaux 
d'une variété algébrique arbitraire. 
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§1.2. Hauteur d'un point algébrique 

Dans ce paragraphe, j'explique comment définir la hauteur d'un point de l'espace 
projectif dont un système de coordonnées homogènes est formé de nombres algé- 
briques. Il existe dans la littérature de no r nbreu s es autre s présentations, plus ou moins 
élémentaires, citons notarn r nent LangI lll983l] : IserreI lll997l] : Ihindry & Silverman 
I2000I):IBombieri & GublerI 120061. 



A. Quelques rappels de théorie algébrique des nombres 

Notons Q le corps des nombres algébriques : par définition, c'est l'ensemble des 
nombres complexes qui sont annulés par un polynôme unitaire à coefficients ration- 
nels. Un tel nombre complexe est annulé par un polynôme unitaire de degré minimal : 
son polynôme minimal ; ce polynôme est irréductible et son degré est appelé degré du 
nombre algébrique. 

On appellera corps de nombres un sous-corps i<r de C qui est de fimension finie 
comme Q-espace vectoriel ; cette dimension est aussi appelée degré et notée [i<r : Q]. 
Un tel corps K est en fait constitué de nombres algébriques (si xe K,\e polynôme mi- 
nimal de l'endomorphisme Q-linéaire de multiplication par x dans K annule x). 

Si a est un nombre algébrique de degré d, le sous-anneau Q[a] engendré par a 
dans C est une Q-algèbre isomorphe à Q[X] / (P), oii P est le polynôme minimal de a. 
Par suite, Q[a] est un Q-espace vectoriel de dimension d, et aussi un corps. C'est donc 
un corps de nombres. Plus généralement, si ai,...,ar sont des nombres algébriques, 
le sous-corps de C, Q(ai,...,ar), qu'ils engendrent est un corps de nombres. En fait, 
tout corps de nombres K est de la forme Q(a) pour un certain élément a [théorème de 
l'élément primitif). Notons P le polynôme minimal de a ; son degré est le degré de K. 
Comme P est irréductible (et Q de caractéristique zéro), ses racines complexes sont 
deux à deux distinctes ; notons-les ai, ... , ud- Ce sont les conjugués de a (qui est l'un 
d'entre eux). 

Pour tout z G {1, . . . , D}, il existe un unique homomorphisme de corps cT; : K qui 
applique a sur a,. En outre, tout homomorphisme de corps de K dans C est de cette 
forme. Rappelons si besoin est qu'un tel homomorphisme est injectif ; on dira que c'est 
un plongement de K dans C. Si L est un sous-corps de K de degré d, chacun des d 
plongements de L dans C se prolonge en exactement D/d plongements de K dans C. 
(L'entier D/d est égal à la dimension [K : L] de K comme L-espace vectoriel.) 

Un entier algébrique est un nombre algébrique qui est annulé par un polynôme uni- 
taire à coefficients entiers ; d'après le lemme de Gaufi, il revient au même d'exiger que 
son polynôme minimal soit à coefficients entiers. Notons que si x est une racine du 
polynôme à coefficients entiers P = uqX^ + ■■■ + Ud, avec uq 0, alors 

= ao~^P(x) = (aox)'^ + aoai(aox)'^"^ + ••• + a^'^Ud, 

ce qui montre que UqX est un entier algébrique. L'ensemble des entiers algébriques est 
un sous-anneau de Q dont Q est le corps des fractions. Si ai, . . . , a^ sont des entiers algé- 
briques, le sous-anneau qu'ils engendrent dans C, Z[ai, . . . , a, ], est un Z-module libre 
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de rang fini, égal au degré de Q(ai, . . . , a^). Si K est un corps de nombres, l'ensemble 
des entiers algébriques appartenant à K est de cette forme ; on le notera Z^. 

Soit K un corps de nombres. La norme d'un élément a de K, notée Nxia), voire 
iV(fl) s'il n'y a pas d'ambiguïté sur K, est définie comme le déterminant de l'endomor- 
phisme Q-linéaire de K donné par la multiplication par a. Il y a plusieurs façons de la 
calculer. 

Soit d'abord P le polynôme minimal de a et d son degré. Soit {Xi,...,Xr) une base 
de ^ vu comme Q(fl)-espace vectoriel. Alors, la famille [a^xj), pour ^ î ^ d - 1 et 
l ^ j ^ r, est une base de K sur Q. En particulier, D = dr. Dans cette base, la mul- 
tiplication par a est diagonale par blocs, chacun étant la matrice compagnon Cp du 
polynôme P. On a ainsi N{a) = (det Cp)''. Le déterminant de Cp est égal au produit des 
racines complexes de P ; ces racines ne sont autres que les conjugués «i, . . . , de a. Si 
[ai), pour l^i^d, désigne la famille des plongements de Q(fl) dans C, on a donc 

d 

Nia) = {ai---adY = {Y[criia)Y = Yl 

i=l a: K^C 

Supposons de plus que a soit un entier algébrique non nul. Alors, aZic est un sous- 
Z-module de rang D de K. D'après le théorème des diviseurs élémentaires, il existe 
une Z-base de Z^, disons (xi,...,X£)), et des nombres entiers ui,...,ud tels que 
{uiXi, uoXd) soit une Z-base de aZ^. Comme le déterminant de la matrice de pas- 
sage d'une Z-base de Z^ à une autre est égal à ±1, le déterminant de la multiplication 
par a est égal au produit ui... ud, ou à l'opposé. D'autre part, u\...ud apparaît comme 
le cardinal du Z-module — en fait de l'anneau — quotient Zt:l aZ^^. D'oii la seconde 
formule, 

N{a) = ±card(Zj^/aZj^). 

Si / est un idéal non nul de Zk, l'anneau quotient Z^II est fini (si a e /, l'anneau Zf^^ll 
est un quotient de l'anneau ZK/ia)) ; par définition, son cardinal est appelée la norme 
de /. La formule précédente pour N{a) se généralise en N{al) = \N{a)\N{I), pour a e 
Zk et / un idéal de Zk- 

Si L est un corps de nombres qui contient i<r et a un élément de K, on a Niia) = 
Nxia)^, où ô - [L : K] désigne le quotient du degré de L par celui de K. Plus géné- 
ralement, si / est un idéal non nul de Z^, l'idéal IZi de Zl est de norme Nk:{I)^. (Si 
/ = aiZfc H 1- flrZic. notons que IZi = aiZi H 1- «rZi.) 

B. Définîtîon de la hauteur 

Soit X un point de P^(Q) et soit [xq : • • • : Xfc] des coordonnées homogènes de x, où 
Xi e Q pour tout i. Soit K un corps de nombres contenant les Xi ; notons D le degré 
de K et ai,..., an les D homomorphismes de K dans C. Quitte à multiplier les Xi par 
un même entier naturel non nul, on peut supposer que ce sont des entiers algébriques, 
donc des éléments de Z^. On définit alors la hauteur de x par l'expression 

1 1 ^ 

(1.2.1) /z (x) = - — log Nk{xqZk + • • • + X]cZk) + — logmax( 1 a ; (xq) | , • • • | o" / (x^) 1 ) . 

D ^ j=i I j I I j I 
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La correction de cette définition dépend de deux vérifications supplémentaires : l'in- 
dépendance vis à vis du choix du corps de nombres K et des coordonnées homo- 
gènes Xo, . . . , Xfc. Notons Hk^Xq, . . . , x^) le membre de droite de l'équation II1.2.11 et com- 
mençons par démontrer qu'il ne dépend pas du choix d'un système de coordonnées 
homogènes. Si (Xq, • • • , est un second système de coordonnées homogènes définis- 
sant le point X, sujettes aux conditions x|. g Zk pour tout i, il existe un élément ue K* 
tel que x'- = uxi pour tout /. Écrivons u comme une fraction alb d'éléments de Zk, on 
voit que l'on a bx\ - axi pour tout /. 
Notons alors que 

NxiaxoZK + ■■■ + uxjcZk) = INM \ Nk{xqZk + • • • + x^Zk) 

et 

D D D 

^logmax(|(Ty(axo)|,...|crj(aXfc)|) = ^ log|cry(fl)| + ^ logmax(|cr;(xo)| |cry(Xfc)|) 

7=1 7=1 7=1 

D 

= log I iVjc (a) I + ^ logmax( | a ^ (xq) | , . . . | cr j (x^) | ) . 

7 = 1 

Par suite, hxiaxo, axt) - hx^xo, . . . , x^). De même, hKibx'^, &xp = hKix'ç^, • • • , xp, 
d'oii l'indépendance par rapport au choix des coordonnées homogènes. 

La démonstration de l'indépendance de la hauteur par rapport au choix du corps 
de nombres est plus simple. Si K et K' sont des corps de nombres contenant chacun 
un système de coordonnées homogènes du point x, le corps L engendré par ces deux 
corps en est un également, qui contient à la fois K et K'. 

Soit E le degré de L ; c'est un multiple de D. De fait, la restriction à K d'un homomor- 
phisme a: L ^ C est un plongement de K dans C et chacun des D plongements de K 
dans C s'étend d'exactement E/D manières distinctes en un plongement de E dans C. 
Par conséquent, dans la formule définissant hiixo,..., xj^), la somme 

^ logmax(|o-(xo)|,...,|cr(Xfc)|) 

a: L^C 

reprend E/D fois chaque terme de la somme correspondante sur le corps K. Compte 
tenu des facteurs de normalisation l/Detl/E, ces parties des deux formules donnent 
le même résultat. La démonstration de l'égalité Hk^Xq, . . . , x^) = hiixo, . . . , x^) est donc 
déterminée, compte tenu de l'égalité de normes d'idéaux 

iVi(xoZi + • • • + XfcZi) = iVj^(xoZ;^ + • • • + XkZKf'^. 

Une conséquence de la formule définissant la hauteur est son invariance sous 
l'action du groupe de Galois Gal(Q/Q). On définit en effet une action de Gal(Q/Q) 
sur P"(Q) en posant t(x) = [t(xo) : • • • : T(xfc)] pour tout point x g P*^(Q), de coordon- 
nées homohènes [xo : • • • : x^] dans Q, et tout élément t g Gal(Q/Q). 

Proposition 1.2.2. — Pour tout xeP'^iQ) et tout automorphisme t eGaliQ/Q), on a 
hirix)) - h{x). 
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Démonstration. — Soit x un point de P'^(Q) et soit K une extension galoisienne de Q 
contenant un système [xq : • • • : xj^] de coordonnées homogènes de x. Par définition, K 
est stable par tout automorphisme t g Gal(Q/Q) etrlK est un automorphisme de K, 
ainsi que de son anneau d'entiers Zk. Il en résulte que l'idéal XqZk + ■■■ + xjcZk a même 
norme que son image t(xo)Zj(: + • • • + TiXk)ZK par t. De même, les plongements de K 
dans C sont tous obtenus par composition d'un plongement fixe par les éléments de 
Gal(i<r/Q). Par conséquent, les termes des sommes 

Y, logmax(|o-(xo)|,...,|cr(Xfc)|) et ^ logmax(|(r(T(xo))|,...,|(T(T(Xfc))|) 

ne diffèrent que par l'ordre. La proposition en résulte. □ 

Les paragraphes suivants donnent des variantes de la définition de la hauteur, ainsi 
que des exemples. 

C. Propriété de Bézout pour les nombres algébriques 

Il n'est pas vrai que l'anneau des nombres algébriques Z soit un anneau principal. 
Ce n'est en effet même pas un anneau noethérien : l'idéal / de Z formé des éléments 
dont une puissance est un multiple de 2 n'est par exemple pas de type fini. Montrons 
par l'absurde qu'il n'est pas principal : soit a e / tel que / = (a). Comme 2^^™ e /, 2^'™ 
est multiple de a. Comme 2^"'~'^^''" = 2/2^' n'est pas multiple de 2 dans Z, a'""^ n'est 
pas multiple de 2. Comme m est arbitraire, aucune puissance de a n'est multiple de 2, 
ce qui est absurde. 

En revanche, il est vrai que les idéaux de type fini de Z sont principaux (ce qu'on 
résume parfois en disant que Z a la propriété de Bézout). Cela se déduit facilement de 
ce que le groupe des classes d'idéaux d'un anneau d'entiers de corps de nombres est de 
torsion. Par suite, quitte à considérer une extension convenable L de K, on peut choisir 
les coordonnées homogènes [xo : • • • : x^] d'un point x de P'^iK) comme suit : ce sont 

des éléments de Zi et l'idéal XqZl h h x/^Zi de Zl est égal à Zl- Dans la formule I IL2.lt . 

cela fait disparaître le premier terme. 

D. Valuations et hauteurs 

Les idéaux d'un anneau d'entiers de corps de nombres ne sont pas toujours faciles 
à manipuler, notamment parce qu'ils ne sont pas nécessairement principaux. Le pre- 
mier terme de la hauteur qui met en jeu la norme d'un idéal est parfois malcommode. 
Dans ce paragraphe, nous l'écrivons comme une somme de termes formellement ana- 
logues au second terme, mais où apparaissent d'autres corps que le corps des nombres 
complexes. 

DÉFINITION 1.2.3. — Soit F un corps. L/ne valeur absolue sur F est une application 
\-\ : F ^ R+ qui vérifie les propriétés suivantes : pour tous a etb dans F, 

a) \ab\ - \a\ \b\ (multiplicativité) ; 

b) \a + b\ ^\a\ + \b\ (inégalité triangulaire) ; 

c) \a\=0 équivaut à a = 0. 
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Pour la théorie algébrique des nombres, la classification des valeurs absolues sur Q 
est d'une importance capitale. Donnons-en des exemples. Il y a déjà la restriction à Q 
de la valeur absolue usuelle, qu'on note parfois Moo pour la distinguer de celles que je 
vais bientôt définir. Notons que cette valeur absolue Moo est archimédienne, car pour 
tout a e Q* et tout M > 0, il existe n g N tel que | na\oo > M (axiome d'Archimède). 

D'autre part, soit p un nombre premier. Tout nombre rationnel non nul a s'écrit de 
manière unique sous la forme avec n e Z, et u e Q le quotient de deux entiers 
relatifs premiers à p. Posons alors \ a\p = p~^. Posons aussi, comme il se doit, |0|p = 0. 
Cela définit une valeur absolue sur Q que l'on appelle la valeur absolue p-adique. Seule 
l'inégalité triangulaire n'est pas évidente ; écrivons donc a-p"-^etb = p'^^, avec n, 
m e Z, a', a", b', b" des nombres entiers relatifs premiers à p. Supposons aussi, ce qui 
est loisible, n^m. Alors, 



a'b" + p'^-"b'a" 



Dans cette dernière fraction, le dénominateur est premier à p, mais pas forcément le 
numérateur. Par suite, a+b s'écrit sous la forme p^jrr avec net 

\a + b\p^ p~' ^ p~" = max{p~", p'"") = max{\ a\p,\b\p). 

Ainsi, \-\p vérifie une inégalité plus forte que l'inégalité triangulaire : on dit que c'est 
une valeur absolue ultramétrique. En particulier, pour tout aeQ et tout neN*, \na\p ^ 
Iflip : cete valuation ne vérifie pas l'axiome d'Archimède. 

Théorème 1.2.4 (Ostrowski). — Les valeurs absolues sur le corps Q des nombres ra- 
tionnels sont les suivantes : 

- la valeur absolue dite triviale pour laquelle \0\ = et\a\ = l si a ^ ; 

- pour tout nombre réel s tel que < s ^ l, la puissance \-\^ de la valeur absolue 
archimédienne; 

et, pour tout nombre premier p, 

- pour tout nombre réel s>0,la puissance \-\p de la valeur absolue p-adique. 

Une valeur absolue sur un corps définit une distance et donc une topologie. Deux va- 
leurs absolues définissent la même topologie si et seulement si l'une est une puissance 
(non nulle) de l'autre. La valeur absolue triviale fournit la topologie discrète. Par suite, 
dans la liste ci-dessus, on ne s'intéressera qu'aux valeurs absolues p-adiques standard 
et à la valeur absolue archimédienne standard. Elles sont reliées par la formule du pro- 
duit, qui n'est autre qu'une reformulation de la décomposition en facteurs premiers. 

Proposition 1.2.5. — PourtoutasQ* ,\a\ooUp\a\p-l. 

Démonstration. — Soit a = eUpP^pla décomposition en facteurs premiers de a, avec 
e e {-1,-1-1} et e Z pour tout nombre premier p, presque tous étant nuls. Alors, 
pour tout nombre premier p, on a |fl|p = p""'', tandis que |a|oo = XlpP^^- Le produit 
de toutes ces quantités est bien égal à 1 . □ 
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Fixons une valeur absolue M sur Q. Si K est un corps de nombres, il y a en général 
plusieurs façons d'étendre la valeur absolue donnée en une valeur absolue sur Q. 
Prenons par exemple la valeur absolue archimédienne et le corps K = Q(\/2). Du point 
de vue algébrique, indépendamment de l'ordre usuel sur les nombres réels, V2 et 
- s/z sont indissociables ; on peut donc prolonger la valeur absolue de deux façons 
différentes, en posant |a + &v^|^ = |a + £)V2| ou [« + £)\/2|^ = |a- &\/2|, pour aetb 
dans Q. 

Toujours dans le cas de la valeur absolue archimédienne, mais dans le cas d'un 
corps de nombres K général, les différentes extensions à de la valeur absolue ar- 
chimédienne de Q correspondent exactement aux valeurs absolues Mer définies par 
\a\a- = |cr(a)|, où a parcourt l'ensemble des plongements de K dans C. (Deux plonge- 
ments conjugués définissent la même valeur absolue.) 

Dans le cas des valeurs absolues y^-adiques, un corps, que l'on note Cp, joue le même 
rôle que C pour la valeur absolue archimédienne. Observons que R est le complété du 
groupe abélien Q pour la topologie définie par la valeur absolue archimédienne, qu'il 
est muni d'une valeur absolue (celle que tout le monde connaît, la seule qui étend celle 
de Q) et que C est sa clôture algébrique, munie de l'unique valeur absolue qui étend la 
valeur absolue archimédienne sur R. 

Si p est un nombre premier, on commence par définir le complété Qp de Q pour 
la topologie définie par la valeur absolue /?-adique. C'est un corps et sa topologie est 
compatible avec la structure de corps. Ensuite, on considère une clôture algébrique 
Qp de Qp : comme Qp est complet, on démontre que Qp possède une unique valeur 
absolue, toujours notée \ -\p qui étend la valeur absolue /9-adique sur Q. Ce corps n'est 
cependant pas complet pour la topologie p-adique — on note alors Cp son complété 
muni de la valeur absolue Hp qui étend la valeur absolue p-adique. C'est un corps 
complet par construction, et algébriquement clos par théorème. 

Si K est un corps de nombres, les extensions à iC de la valeur absolue /9-adique sur Q 
sont de la forme a <-* \aia]\p, où a décrit l'ensemble des plongements de K dans Cp. 

(L'image d'un tel plongement est bien sûr contenue dans Qp et deux plongements qui 
diffèrent par composition d'un automorphisme de Qp fournissent la même valeur ab- 
solue.) 

Proposition 1.2.6. — Soit K un corps de nombres et soit x eP'^ilC} un point de coor- 
données homogènes [xq : • • • : x^] (appartenant à K). Alors, 

(1.2.7) Hx) = ^„ X Z logmax(|a-(xo)|p,...,|c7(Xjfc)|p). 

'• QJ p^ooa: K-^Cp 

La sommation sur « p ^ oo » signifie que l'on somme sur les nombres premiers p et 
sur un symbole supplémentaire oo, avec Cco - C. Dans la formule précédente, on peut 
aussi regrouper les termes selon les valeurs absolues induites sur le corps K par les 
plongements qui indexent cette somme. 

Notons ainsi Mf^ l'ensemble des valeurs absolues sur K qui étendent une des valeurs 
absolues p-adique ou archimédienne sur K. Un élément de Mr- est appelé place du 
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corps K. Pour chaque valeur absolue g Mk, soit pi, le nombre premier ou l'infini 
correspondant à la valeur absolue induite sur le sous-corps Q de et soit e^le nombre 
de plongements a de K dans Cp„ induisant cette valeur absolue sur K, autrement dit 
tels que l'on ait = \aix)\p^ pour tout x e ^T. 
Avec les notations de la proposition, on a ainsi 

(1.2.8) Hx) = ^ Y. e!;logmax(|xol,;,...,|xA;|y). 

'■ veMk 

Sous-jacent à la véracité de la formule précédente est le fait que le membre de droite 
ne dépend pas du choix des coordonnées homogènes définissant le point. De même 
que l'énoncé analogue avec la première définition de la hauteur découlait d'une rela- 
tion entre la norme d'un élément et ses valeurs absolues archimédiennes, cela résulte 
de la formule du produit qui relie toutes les valeurs absolues d'un élément non nul 
d'un corps de nombres : pour tout ae K* , 

(1.2.9) n n n Ma)\p=i. 

veMk p^ooa: K^Cp 

En fait, le facteur indexé par p dans l'équation précédente est donné par 

n \c7ia)\p^\NKia)\p, 

aK^Cp 

où Nfcia) est la norme de a. Cela ramène la formule du produit dans le corps de 
nombres K à celle, déjà mentionnée (prop. [LZSl l . dans le corps des nombres ration- 
nels. 

E. Mesure de Mahler et hauteur 

Considérons ici le cas de la droite projective P^. Notons oo le point de coordonnées 
homogènes [0:1]. Un point x de P^(Q) a deux coordonnées homogènes [xo : Xi] ; si 
X ^ oo, Xo 7^ et ^ = xi/xo est un élément de Q. Dire que x eP^iK), pour un sous- 
corps K de G, signifie exactement que ^ eK. 

La hauteur du point oo est égale à 0. Si ^ est un nombre algébrique, on note (abusive- 
ment) hiO la hauteur du point [1 : ^] et on dit aussi que c'est la hauteur de ^. Montrons 
comment elle est reliée au polynôme minimal de ^. Il nous faut tout d'abord rappe- 
ler une définition : La mesure de Mahler d'un polynôme P eC[X] est donnée par la 
formule 

(1.2.10) M(P)=exp|^ log|P(e^'''^)| dfj. 

Proposition 1.2.11. — Soit ^ un nombre algébrique, soit P son polynôme minimal et 
soit d son degré. On a 

HO = ^logMiP). 
d 

Démonstration. — Par définition 

/z(^) = /z([l : a) = ^ E E logmaxd, 1(7(0 Ip), 

" p^ooa: K^Cp 
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OÙ la somme est sur l'ensemble des nombres premiers et le symbole oo; notons hp[^] 
la somme correspondante, de sorte que h(0 - Zp^oo^p^^)- Posons aussi P = a^X'^ + 
aiX^"^ + --- + flrf. 

Nous allons d'abord montrer que pour tout nombre premier p, on a ^p(0 = 
-rfloglaolp. Notons en effet ^i,...,^^ les racines de P dans Cp. Ce ne sont autres que 
les images de ^ par les différents plongements du corps Q(^) dans Cp. Supposons, 
ce qui est loisible, que l^ilp ^ \^2\p ^ ••• ^ et soit r le plus grand entier tel que 
If rip ^ 1- Les relations coefficients-racines s'écrivent 

^ = (-1)^ Z f,...f,, 

et entraînent la majoration 

— ^I<ilp...|ffclp^nmax(l,|f/|p), 

^ p (=1 

autrement dit 

d 

Pour A; = r, remarquons que dans l'expression 

le terme f i . . . f , est de valeur absolue strictement supérieure à tous les autres ; l'inéga- 
lité ultramétrique entraîne alors 

d 

= \^i\p---\^r\p=Y\rnsûL{l,\^i\p). 

p i=l 
Par suite, 

d 

max(|aolp,---,l«dlp) = inax(|flolp,l«rlp) = Iflolp O^^^^l' l^^lp^- 

i=l 

Enfin, comme les coefficients ao> • • • > <2d sont premiers entre eux, l'un d'entre eux n'est 
pas multiple de p et le membre de gauche de l'égalité précédente est égal à 1. Ainsi, 

Y d Y 

^p(^) = ^J1 logmaxd, Kjlp) = --logiflolp- 

Passons maintenant au terme hoo- D'après la formule de Jensen, on a, pour tout 
aeC, 

^. I 9i,rf I , . 1 si laloo ^ 1 ; 

, log e^i^^ -al d? = logmax(l, laloo) = , , ' 
/o [log laloo sinon. 

Par conséquent, 

d 

logM(P) = log|aoloo+ Elog"^^^l'l0loo^ =logl^oloo + ^^^oo(f)• 
;■=l 
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On a donc finalement 



dHO = - E log|aolp + logM(P)=logM(P) 
compte tenu de la formule du produit (prop. 11.2.51 . □ 



§1.3. Fonctorialité 

Ce paragraphe explique le comportement de la hauteur sous l'effet d'un morphisme. 

A. Exemples 

Commençons par des exemples très simples. 

Soit S: X pkm+k+m jg plongement de Segre, associant au couple (x,y) de 

points de coordonnées homogènes [xq : • • • : x^] et [yo : • • • : y^l le point de p*^'"+^+'" 
dont un système de coordonnées homogènes est la famille (x/yy), indexée par l'en- 
semble des couples tels que ^ / ^ A; et ^ 7 ^ m, disons ordonné par l'ordre 
lexicographique. 

Pour toute valeur absolue M sur un corps F, tout (xo,...,X(t) e F^"^^ et tout 
(yo, . . . , ym) e F^""^^, on a évidemment 

max |x/y;| = max |X;| max |y;|. 

La définition de la hauteur par la formule 1 11.2.71 entraîne alors l'égalité 

(1.3.1) h{Six,y)):^hix) + h{y), pour tout x e P^'CQ) et tout y e P™(Q). 

Le plongement de Veronese de degré d, V^^ : P*^ ^ P^, associe à un point x de co- 
ordonnées homogènes [xo : ••• : x^] le point V^ix) dont un système de coordonnées 
homogènes est donné par la famille des monômes Xq° ... x^*", oii {do,..., dt) parcourt 
toutes les suites d'entiers naturels de somme d. Il y a {'^\.^] telles suites, d'où K = 
CV^] ~ ^- Pour toute valeur absolue sur un corps F et tout (xq, . . . , x^) e F'^'^^, on a 

|xol^°...|Xfc|^'^^max(|xol,...,|Xfc|)'', 
l'égalité étant atteinte lorsque dy = d eX\Xr \ maximal. On a ainsi 

(1.3.2) h{Vd{x)) = dh{x) pour tout x e P*^(Q). 



■^0 ■■■■^k 



Considérons enfin la projection linéaire p: P* P'" qui applique un point x de 
coordonnées homogènes [xq : ••• : x^] sur le point p{x) de coordonnées homogènes 
[xo : • • • : x^] , m et A; étant des entiers tels que \^m<k. Son domaine de définition est 
exactement le complémentaire du sous-espace projectif F défini par l'annulation des 
m+\ premières coordonnées homogènes. Pour x^F, l'inégalité évidente 

max(|xol,...,|xTOl) ^ max(|xol 1x^1) 

entraîne l'inégalité 

(1.3.3) h{p{x))^h{x) pourtoutxe (P''\F)(Q). 
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En revanche, notons qu'il n'y a pas d'inégalité dans l'autre sens. Par exemple, consi- 
dérons la projection p de dans donnée par p([xo : Xi : Xz]] - [xq : Xi] ; pour 
x = [1 :0: n], avec nsZ*, onaHx) =log|n| et Hp{x)) = H[l :0]) = 0. 

B. Comportement par morphisme 

Proposition 1.3.4. — Soitf:P^ — ^^^P"^ une application rationnelle définie par m +1 
polynômes (/o, . . . , fm) enk+l variables, à coefficients dans Q homogènes de degré d et 
sans facteur commun. Notons Z le lieu d'indétermination de f, lieu des zéros communs 
dans P^ des polynômes fo,...,fm- 

a) // existe un nombre réel Ci tel que pour toutx e (P^ \ Z) (Q), h{f{x)) ^ dh{x) + c\. 

b) Pour toute sous-variété fermée X deV^ qui ne rencontre pas Z, il existe un nombre 
réelcx telqueh{f{x)) '^dh{x)-cx pour toutx s X{Q). 

Démonstration. — Démontrons d'abord a). 

Observons d'abord le lemme suivant : soit F un corps muni d'une valeur absolue et 
soit (p un polynôme homogène de degré d à coefficients dans F. Il existe un nombre 
réel C tel que pour tout corps valué K contenant F et dont la valuation prolonge celle 
de F et toute famille (xq, . . . , Xjt) d'éléments de K, 

|^(xo,...,Xjfc)| ^ Cmax(|xol,...,|Xjfc|)'^. 

Cela est évident pour un monôme et s'en déduit, grâce à l'inégalité triangulaire, par 
récurrence sur le nombre de monômes de (p. Si la valeur absolue M est ultramétrique, 
on peut en outre choisir pour C le maximum des valeurs absolues des coefficients des 
monômes qui constituent (p. 

Soit maintenant F un corps de nombres contenant les coefficients des polynômes /j. 
Quitte à multiplier les polynômes fi par un même entier non nul, on peut en outre sup- 
poser que les coefficients des fi sont des entiers algébriques. Par conséquent, pour tout 
nombre premier p, les valeurs absolues p-adiques de ces coefficients sont au plus 1 et 
l'on aura, pour tout corps de nombres K contenant F, tout nombre premier p, tout 
plongement a : K^Cpet tout x = (xq, . . . , x^) e K'^'^^, l'inégalité 

max(|o-(/o(x)) Ip , . . . , |c7(/ot(x)) Ip) ^ max(|a-(xo) Ip , . . . , lo-(Xfc) Ip)"^. 

Pour les valeurs absolues archimédiennes, il existe de même, pour tout plongement 
(To : C un nombre réel C^g > tel que l'on ait 

max(|(T(/o(x))|^,...,|(j(/^(x))|^) ^ Caomaxi\aixo)\^,...,\(JiXk)\oo)'^ 

pour tout corps de nombres K qui contient F, tout plongement cr: K ^ C qui pro- 
longe (To et tout élément (xq, . . . , x^) e k'^'^^. 

Soit K un corps de nombres contenant F et soit x un point de P'^iK) ; choisissons- 
lui un système de coordonnées homogènes [xq : • • • : x^] dans K. Supposons que / soit 
défini en x, c'est-à-dire que /o(x), ...,fm{x) ne soient pas tous nuls. La définition de la 
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hauteur implique alors la majoration 
Hf{x)) = haMx):--:fmix)]) 

"TF~7^ E E logmax(|o-(/o(x))| ,...,|(7(/^(x))| ) 

'■ p^ooa: K-^Cp ^ ^ 

^7F~7ïtE E rflogmax(|(7(xo)|p,...,|(r(Xfc)|p) 

+ 7F~7:7 E (logCa|p + rflogmax(|c7(xo)loo.---.lo-Ufc)loo)) 
^ d/z([xo : ••• : Xjfc]) + max logCa. 

0-: 

L'assertion a) ainsi démontrée, passons à la seconde partie de la proposition. Soit 
{Pj) une famille de polynômes homogènes à coefficients dans Q définissant la sous- 
variété X. La sous-variété de P*^ définie par les polynômes Pj d'une part et /o, . . . , fm 
d'autre part est égale kXnZ, donc est vide. D'après le théorème des zéros de Hilbert, 
dans sa version homogène, l'idéal {Pj,fi) engendré par ces polynômes contient une 
puissance de l'idéal [Xq, Xjc). Il existe ainsi un entier t et, pour tout ns{0,...,k} des 
polynômes Gy„ et tels que 

m 

K = Y.PjGjn + Y.fiiiin- 
j i=0 

Il est loisible de supposer les polynômes Gjn et H/„ homogènes, quitte à ne conserver 
que les monômes de Gjn de degré t - deg(Pj) et ceux de Hin de degré t-d. 
Pour tout point x = [xq : • • • : Xjfc] de X(Q), on a alors 

m m 
Xn=L Pj Gjnix) + Y^fi (X) Hinix) = ^ M HM 
j !=0 i=0 

puisque, par hypothèse, Pj (x) = pour tout j. Soit N un nombre entier non nul tel que 
les coefficients des polynômes NHin soient entiers algébriques, éléments d'un corps 
de nombres F contenant aussi les coefficients des 

Par un argument similaire au a], on en déduit que pour tout corps de nombres K 
contenant F, tout nombre premier p, tout plongement a de K dans Cp, et tout point 
[xo : • • • : x;t] e X{F), on ait la majoration 

|iVcr(x„) Ip ^ max(|c7(/o(x)) Ip , . . . , |(7(/^(x)) 1^) max(|c7(//;„(x)) |p). 

Alors, 

\N\p \a{Xn)\p ^ max(|cr(/o(x)) Ip , . . . , |o-(/^(x)) ^ max(|c7(xo) I , . . . , |(7(x„) |) 
d'où une majoration 

max(|o-(xo) Ip , . . . , |o-(x„) Ip)"* ^ \N\-'^ max(|£7(/o(x)) , . . . , |o-(/mU)) |p)- 
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Pour les valeurs absolues archimédiennes, il existe de même un nombre réel C > 
tel que 

max(|cr(xo) loo . • • • . |cr(x„) 100)"^^^ \N\^ max(|cr(/o(x)) |^ , . . . , |cr(/^(x)) |^), 

pour tout corps de nombres K contenant F, tout point x = [xq : ■ ■ ■ : x^] ^ XiK) et tout 
plongement de K dans C 

Mettant bout à bout ces inégalités, on obtient 

rf/z([xo:---:Xfc])^logC+ ^ logliVI^^ 

+ 7F~7:T E E logmax(|(7(/o(x))| ,...,|(t(/„(x))| ). 
Autrement dit, dh{x) ^ logC + h{f{x)), ainsi qu'il fallait démontrer. □ 

C. Hauteurs, plongements, fibrés en droites 

Considérons maintenant une variété projective X, définie sur Q. À tout plongement 
y de X dans un espace projectif est associée une fonction hauteur sur X(Q), définie 
par hcpix) = hpk{.(pix)) pour x g X(Q), où hpk désigne la hauteur sur P*^(Q) construite 
précédemment. Cette définition ne requiert que le fait que (p soit une application ré- 
gulière et s'étend donc Verbatim aux morphismes ^ de X dans un espace projectif. En 
fait, nous allons voir que h,p ne dépend essentiellement que du fibré en droites (p* ûil) 
sur X déduit du fibré tautologique ûil) sur l'espace projectif. 

Lemme 1.3.5. — Soit X une variété projective définie sur Q. Soitcp: X^P^ ety/: X — 
P'" des morphismes de X dans des espaces projectifs. Si (p* ûil) et y/* ûil) sont iso- 
morphes, la différence h^p - h^ des hauteurs associées à(p ety/ est une fonction bornée 
surXiQ). 

Démonstration. — Notons =5f le fibré en droites qy* ffiY) ; par construction, il est en- 
gendré par ses sections globales et définit un morphisme a de X dans l'espace projec- 
tif P* associé à une base de l'espace vectoriel de ses sections globales — c'est le mor- 
phisme fourni par le système linéaire complet associé à Il existe alors des applica- 
tions rationnelles définies par des polynômes homogènes de degré 1, P^ --^ P*^ et 
y/' : P'' --->• P"' telles que (p = (p' oaeiy/ = y/' oa. En outre, le lieu d'indétermination de (p' 
et y/' ne rencontre pas a{X). (De manière équivalente, les images réciproques par (p 
et y/ du système linéaire des hyperplans de P^, resp. P'", sont, par définition de =5f , 
des sous-systèmes linéaires de celui associé à et sont sans point-base.) D'après la 
prop. 11.3.41 la fonction h-ps - hpk o cp' est bornée sur a{X) (Q), de même que la fonction 
hps - hpm o y/'. Par conséquent, 

h(p- hy/ = hpk o(p' oa - hpm oy/' oa 



est bornée sur X(Q). 



□ 
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Soit ^ l'espace vectoriel des fonctions de X(Q) dans R et soit son sous-espace 
vectoriel constitué des fonctions bornées. Notons ^{X) l'ensemble des morphismes 
de X dans un espace projectif et Pic(X) le groupe abélien des classes d'isomorphisme 
de fibrés en droites sur X. 

Kq) £ ^{X), nous pouvons associer d'une part la fonction h^p, ou plutôt sa classe 
[hip] modulo et d'autre part la classe d'isomorphisme [(p* iff{\)] du fibré en droites 
(p*Ô'[l) sur X. D'après le lemme ci-dessus, [htp] ne dépend que de [q)* Ô'{\)]. Plus pré- 
cisément, on a le théorème : 

Théorème 1.3.6. — // existe un unique homomorphisme de groupes ry de Pic(X) 
dans ^ noté =èf >— yyj^f , qui, pour tout morphisme (p deX dans un espace projectif, 
applique la classe d'isomorphisme duflbré en droites (p* ^(1)] sur la classe de la fonction 
h(p modulo l'espace des fonctions bornées sur X{,Q). 

Démonstration. — Un tel homomorphisme est prescrit sur les classes de fibrés en 
droites de la forme cp* Ô'il), où <p est un morphisme, a fortiori sur les fibrés en droites 
très amples qui, par définition même, sont de cette forme en prenant pour (p un plon- 
gement. Comme tout élément de Pic(X) est la différence de deux classes de fibrés en 
droites très amples, il n'y a au plus qu'un tel homomorphisme. 

Notons Vic^iX) le sous-monoïde de Pic(X) formé des classes de diviseurs engen- 
drés par leurs sections globales. Ce sont exactement les images réciproques du fais- 
ceau ^(1) par un morphisme de X dans un espace projectif. D'après le lemme ci- 
dessus, il existe donc une unique application de Pic"^(X) dans ^ l^i, qui associe à la 
classe de (p* ffiX) celle de la fonction h^, pour tout morphisme ^ de X dans un espace 
projectif. Notons D-^rjj) cette application. 

Montrons qu'elle est additive. Soit donc (p ety/ des morphismes de X dans des es- 
paces projectifs P*^ et P'" et considérons la composition 

q; • X ^'^'^\ X p'" pkm+k+m 

OÙ s désigne le plongement de Segre. Le comportement du morphisme de Segre vis 
à vis des hauteurs implique l'égalité ha-hip + h^,. D'autre part, le fait qu'il soit défini 
par des polynômes homogènes de bidegré (1, 1) implique que S*Ô'{1) est isomorphe 
au produit tensoriel externe des deux fibrés ^(1). Par suite, a*^(l) est isomorphe au 
produit tensoriel (p* Û'il) <S)xf/* Si D et £ désignent les classes de (p* ^(1) et y/* 
rjD+E est donc la classe de ha = h,p + h^,, laquelle est la somme des classes riDetrjE. 

L'existence d'un homomorphisme de groupes 77 : Pic(y) ^ vérifiant les pro- 
priétés exigées par le théorème résulte maintenant d'un argument élémentaire de dif- 
férence. □ 

Soit X une variété projective définie sur Q et soit =5f un fibré en droites sur X. On 
appellera hauteur relative à ^ toute fonction de X(Q) dans R dont la classe modulo 
les fonctions bornées est égale à r\j:£. Deux telles fonctions diffèrent d'une fonction 
bornée. Si ^ est ample (ou plus généralement engendré par ses sections globales), 
toute hauteur relative à £â est minorée. 

Une conséquence de la construction est la propriété suivante : 
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Proposition 1.3.7. — Soit f: X ^ Y un morphisme de variétés algébriques définies 
sur Q, soit M un flbré en droites sur Y. Pour toute hauteur relative à ^ sur Y, 
o / est une hauteur relative àf*^ sur X. 

Démonstration. — Par un argument de différence, il suffit de traiter le cas d'un fibré 
très ample. On peut donc supposer qu'il existe un plongement (p de Y dans un espace 
projectif tel que ^ - (p* ûil). Alors, i/a = y o / est un morphisme de X dans un espace 
projectif et l'on a y/* ûil) f* M . Par définition, h^, = h^pO f est donc une hauteur 
relative à f* M . Comme hj^ est une hauteur relative à M , h^^ - hq, est une fonction 
bornée, ce qui implique que h,^^ ° f -h^ est bornée sur X(Q) . □ 

§1.4. Finitude 

Le théorème principal de ce paragraphe généralise la proposition ! 1.1.2[ 

Théorème 1.4.1. — Pour tout entier d'^l et tout nombre réel B,l' ensemble des points 
X G P^(Q) définis sur un corps de nombres de degré au plus d et dont la hauteur est au 
plus B est fini. 

Quelques commentaires sur l'expression « définis sur un corps de nombres de degré 
au plus d » et sur le corps de définition d'un point de l'espace projectif. Soit x g P*^(Q) 
et soit [xo : • • • : x^] un système de coordonnées homogènes de x, dans Q. Dire que x est 
défini sur un corps de nombres K signifie que x g V^{K), autrement dit que x admet 
un système [^o : • • • : ^/tl de coordonnées homogènes dans K. De la proportionalité des 
deux systèmes résulte que x est défini sur K si et seulement si x/ Ixj e K pour tout 
couple (i, j) d'éléments de {0, ... , A;} tels que xj ^ 0. Dit autrement, si, disons xo ^ 0, le 
corps Q(xi /xo, . . . , Xyt/xo) est le plus petit corps de nombres sur lequel x soit défini. On 
l'appelle le corps de définition de x et on le note Q(x). 

La théorie de Galois fournit une autre façon de voir ce corps. Le groupe Gal(Q/Q) des 
automorphismes de Q agit sur P^(Q) via, rappelons-le, sur son action sur les coordon- 
nées homogènes : si cr g Gal(Q/Q) et x = [xq : • • • : x^] g P"(Q), aix) - [cr(xo) : • •• : cr(Xfc)]. 
Le stabilisateur du point x est exactement le sous-groupe Gal(Q/Q(x)) de Gal(Q/Q). 
Notons d le degré du corps Q(x) et soit ai,...,ad une famille de représentants de 
Gal(Q/Q) modulo Gal(Q/Q(x)). (Leurs restrictions au corps Q(x) sont exactement les 
d homomorphismes de corps de Q(x) dans Q.) L'orbite de x sous Gal(Q/Q) est alors 
formée des d points aiix),...,adix), que l'on appelle les conjugués de x. 

Démonstration. — Pour tout couple {i,j) d'éléments de {0,..., A;}, notons pij la pro- 
jection de P^ sur P^ donnée par [xq : • • • : x^] ■-^ [x, : xj]; elle est définie hors du sous- 
espace projectif Pij de codimension 2 défini par l'annulation des coordonnées homo- 
gènes Xi et Xj. 

Six G (P"\Pij){Q), on a démontré que hipijix)) ^ h{x). En outre, pijix) est défini sur 
Q(x), ainsi qu'il résulte de la description du corps de définition d'un point de l'espace 
projectif rappelée ci-dessus. 
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Supposons établi le théorème lorsque n = l; alors, l'ensemble des projections 
Pij (x), pour X G P*^(Q) défini sur un corps de degré au plus d et de hauteur au plus B, 
est fini. Autrement dit, les quotients Xi/xj ne peuvent prendre qu'un nombre fini de 
valeurs possibles, d'où la finitude annoncée. 

Il reste à montrer le cas n= l. Introduisons un morphisme 9 de (P^)"^ dans don- 
née par 

0([xj" : X™], . . . , [xj* :xf]) = [zo:---: Za\, 
où les Zj sont définis par la relation 

n(x« + rx«) = £z,-r^ 

OÙ T est une indéterminée. En d'autres termes, on a, pour j e {0, . . . , d}, 

- ^ Ji^^ ■■■■^Ed ' 

e: {l,...,rfl^{0,l} 

El+-+Ed = j 

versions homogènes des fonctions symétriques élémentaires puisque si Xq ^ 9^ pour 
tout i, alors zo^Oet 

oùronaposé<f^'^ = xS'Vxi'\ 

Le fibré en droites 0* ^(1) est isomorphe au produit tensoriel externe des fibrés ^(1) 
sur chacune des copies de P^, car 6 est définie par des formes de multidegré (!,...,!). 
Il en résulte qu'à une fonction bornée près, 

d 

Y^hix^'^)^hmx^'\...,x^'^^)) 

i = l 

pour tout (x^",...,x^^') gP_HQ)^. 

Soit maintenant x e P^(Q) dont le corps de définition Q(x) est de degré d. Notons 
x^^\...,x^^^ les éléments de son orbite sous Gal(Q/Q) et appliquons la relation au d- 
uplet [x] - {x^^\. . . , x^"^^). Comme la hauteur est invariante sous Gal(Q/Q) fprop. [LZ2]) 
il en résulte l'exitence d'un nombre réel c tel que 

dHx) - c ^ HOiXx])) ^ dHx) + c, 

pourxGpi(Q). 

Le point important est que 9{[x\) est, par construction même, invariant sous 
Gal(Q/Q). C'est donc un point de P^(Q) de hauteur au plus dh[x) ^ dB + c. (De 
fait, lorsque Xq 9^ 0, 0([x]) n'est autre que la collection des coefficients du polynôme 
minimal de xi / xq.) 

Comme l'ensemble des points de P'^(Q) de hauteur au plus dB + c est fini (pro- 
position [LLZll, l'ensemble des 0([x]), pour x g P^(Q) de hauteur au plus B et définis 
sur une extension de degré d de Q est fini. L'application 6 n'est pas injective mais ses 
fibres ont cardinal au plus d\. En effet, la connaissance de (zq, ■■■,Zd) détermine celle 
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de ((f' \ ') à l'ordre près : ce sont les opposés des inverses des racines du poly- 
nôme Y.ZjTK Plus précisément, la connaissance de 0{[x]), c'est-à-dire, si xq ^ 0, du 
polynôme minimal de XiIxq, détermine x g (Q) à un choix parmi d près : celui d'une 
racine de ce polynôme de degré d. 

Par conséquent, l'ensemble des points x e (Q) de hauteur au plus B et définis sur 
une extension de degré d de Q est fini, ce qu'il fallait démontrer. □ 

Corollaire 1.4.2. — SoitX une variété projective sur Q et soit ^ un flbré en droites 
ample sur X. Notons une hauteur relative à sur X. Pour tout entier d et tout 
nombre réel B, l'ensemble des points x g X(Q) définis sur une extension de degré au 
plus d et de hauteur au plus B est fini. 

Démonstration. — Par définition, il existe un entier m ^ l tel que J^^"^ soit très 
ample, c'est-à-dire isomorphe au fibré en droites cp* &{\), où (p est un plongement 
de X dans un espace projectif P*^. Par construction de la machine des hauteurs, 
mh^ - h(p est une fonction bornée sur X(Q). Comme (p est injectif, on voit que 
l'assertion résulte de l'énoncé de finitude sur P*. □ 

Remarque 1.4.3. — Le corps A;(r) des fractions rationnelles en une variable à coeffi- 
cients dans un corps k, et ses extensions finies, les corps des fonctions de courbes 
algébriques projectives régulières sur une extension finie de k, jouissent de proprié- 
tés algébriques très semblables à celles du corps Q, ou des corps de nombres. On peut 
en particulier y définir une notion de hauteur ; par exemple, si Uq, ...,Un sont des po- 
lynômes de k[T], deux à deux sans facteur commun, la hauteur du point de l'espace 
projectif P"(A;(r)) de coordonnées homogènes [L/q : • • • : [/„] est définie comme le maxi- 
mum des degrés des Ui. Si le corps k est infini, on observera que le théorème de fini- 
tude ci-dessus n'est plus vrai en général, pas plus que les conséquences que nous en 
avons tirées, par exemple la prop. ll.l.TOl (On peut par exemple prendre k algébrique- 
ment clos et considérer un endomorphisme de P" à coefficients dans A; comme un 
endomorphisme, « constant », de l'espace projectif sur le corps kiT).) Dans la suite de 
ce texte, je me contenterai d'indiquer quelques références bibliographiques à des ex- 
tensions ou contre-exemples des théorèmes valables sur les corps de nombres. 



§1.5. Hauteurs locales et fonctions de Green 

La formule 1 11.2. 711 qui définit la hauteur d'un point de l'espace projectif à coefficients 
dans un corps de nombres K est une somme indexée sur les différents plongements 
de K dans les corps Cp, où p parcourt l'ensemble des nombres premier et oo. Ce- 
pendant, chacun de ces termes n'est pas une fonction sur l'espace projectif car ils dé- 
pendent du choix des coordonnées homogènes ; seule leur somme n'en dépend plus, 
en vertu de la formule du produit. 

La théorie des fonctions de Green permet d'exprimer la hauteur d'un point comme 
somme de termes locaux (« hauteurs locales ») bien définis. 
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A. Définition 

Soit K un corps valué complet et algébriquement clos, soit X une variété projective 
définie sur K et soit D un diviseur de Cartier effectif sur X. (Rappelons qu'il s'agit d'un 
sous-schéma fermé qui est localement défini par une équation non-diviseur de zéro.) 

On appelle fonction de Green relativement à D sur X toute fonction continue 
Ad : iX\D]{K] qui vérifie les propriétés suivantes : 

- si D est très ample, il existe un plongement de X dans un espace projectif P" tel 
que D = Xn Hq, où Hq - {xq - 0}, et tel que la fonction donnée par 

x^Ad(x) +log — ■ ■ — - 

max(|xol,...,|x„|) 

s'étende (de manière unique car X \ D{K) est dense dans X{K)) en une fonction conti- 
nue et bornée sur X{IC}. 

- si D = £■ - F est la différence de deux diviseurs très amples, il existe des fonctions 
de Green Âe et Àp relativement à F et F comme ci-dessus telles que Xd = à,e- à,f sur 
{X\{EuFmK). 

Lemme 1.5.1. — L'ensemble des fonctions de Green relativement à un diviseur de 
Cartier D est un espace affine sous l'espace vectoriel des fonctions continues et bornées 
surX{K). 

Démonstration. — Soit D et F des diviseurs très amples et soit Xd> des fonctions de 
Green définies à l'aide de plongements (p et if/. On vérifie que la composition de [cp.iff) 
et d'un plongement de Segre S définit la fonction Xd + Xe, à une fonction continue 
bornée près. 

Par un argument élémentaire, il suffit alors de démontrer que la différence de deux 
hauteurs locales associées à un diviseur très ample s'étend en une fonction conti- 
nue bornée sur X{IC]. Soit (p: X ^ et y/: X ^ P'" des plongements tels que D = 
(p* Hq - y/* Hq, où Hq cst l'hypcrplan d'équation Xq-Q dans P", resp. d'équation yo = 
dans P'". En particulier, ces deux plongements sont associés à un plongement a : X — 
P* défini par le système linéaire complet associé à D composés avec des projections 
linéaires (p' et y/' dont les centres ne rencontrent pas a{X). Par hypothèse, les formes 
linéaires (^q, . . . , (p'^) définissant tp' , resp. : • • • : y/'^] définissant y/' ne s'annulent pas 
simultanément sur a{X). Comme les formes (ç'q et i//^q sur P^ définissent toutes deux 
a{D), leur quotient est une fonction régulière sur a(X), donc constante sur chacune 
des composantes connexes de a(X). Par conséquent, l'application de a(X) dans R dé- 
finie par 



H: y= [yo:---:y5] ^log 



max(|^o(y)| ,.. 




max(|i/A[)(y)|,... 





est bien définie — numérateur et dénominateur sont homogènes — et continue 
sur a{X). Si K est localement compact, en l'occurrence si AT = C, elle est alors bornée. 
Dans le cas général, il faut une fois de plus utiliser le théorème des zéros de Hilbert. 
L'existence d'une majoration 

max(|^o(y)|,...,|^'„(y)|) ^cmax(|yo|,...,|y5|) 
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est évidente. Soit [Pj) une famille de polynômes homogènes définissant a(X). La fa- 
mille iPj,y/'^) n'ayant pas de zéro commun, il existe des polynômes Qj^ et H/^, et un 
entier t, tels que 

m 

k i=0 

On peut de plus supposer ces polynômes homogènes. Puisque Pj (y) = pour tout j, il 
existe un nombre réel c tel que 

I yfc I ^ ^ c max( I (y) I , . . . , I (y) I ) niax I H, (y) I . 

De plus, comme les polynômes ///^ sont de degré t-l, on a une majoration |iïïjfc(y)| « 
max(|yo | , . . . , |yx |) ^"^ Finalement, on en déduit une minoration 

max(|i/A()(y) I , . . . , |i^'^(y) |) ^ c'max(|yo| , . . . , ly^l). 

Le fait que fj, soit bornée est alors évident. □ 

Proposition L5.2. — Soit X une variété projective sur K, soit D et E des diviseurs de 
Cartier sur X et soit Ad, à,e des fonctions de Green pourD etE respectivement. Alors, les 
fonctions Àd + Ae et Àd- Ae sont les restrictions àX\{DuE) [K) de fonctions de Green 
pourD + E etD-E respectivement. 

Démonstration. — Compte tenu de la définition, il suffit de traiter le cas de D + E 
sous l'hypothèse que D etE sont très amples, associés à des plongements (p: X^P^ 
etif/: X '-^ tels que D est défini par Xq = dans (p{X) et E est défini par yo = 
dans '^/{X). Considérons la composition a de {(p,ij/) et du plongement de Segre S: x 
pm ^ pfcm+fc+m^ ^^Q^né par S([xo : • • • : Xfc], [yo : • • • : ymV) = [xoyo x^y^]. Dans a(X), 
l'équation zo = définit le diviseur de Cartier D+E. L'assertion résulte alors de l'égalité 

, koyol , Uol , |yo| 



'max(|x/yj|) max(|x,|) max(|yy|)' 
valable pour tout couple de points (x, y) e P*^(^ x V^iK) tels que xq 5^ et yo 5^ 0. □ 

Proposition 1.5.3. — Soitf: X^Y un morphisme entre variétés projectives sur K, 
soit D un diviseur de Cartier sur X, soit E un diviseur de Cartier sur Y . On suppose que 
D = f*E. Si Xe est une fonction de Green relativement à E sur Y, alors Xe° f sst une 
fonction de Green relativement à D surX. 

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas où E est très ample, associé à un plonge- 
ment \f/deY dans P'" et tel que E soit défini par l'équation yo = dans \f/[Y). Soit D' 
un diviseur de Cartier très ample sur X, associé à un plongement (p de X dans P'^ de 
sorte que D' soit défini par l'équation Xo = dans (p{X). Introduisons alors la compo- 
sition a de {q),xi/of) : X — P*^ x P'" et du plongement de Segre vers p^m+k+m^ C'est un 
plongement et l'équation Zq = définit D' + f*E = D' + D dans a{X). Pour x e X de 
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coordonnées homogènes [xq : • • • : x^] et d'images y = /(x) = [yo : ■■■ : ym] dans Y et 
z = a(x) = [zo : • • • : Zkm+k+m] dans p*'"+fc+'«, on a alors 

, \zo\ , |xol , |yo| 



'max(|z/|) max(|x/|) max(|yj|)' 

Si est une fonction de Green pour D', il en résulte que Ad' + f est une fonction 
de Green pour D' + /* £ ; par conséquent, Ae° f est une fonction de Green pour E]^ □ 



B. Cas du corps C 

Le fibré en droites ûiD) a pour sections les fonctions méromorphes / ayant au 
plus D comme pôle, c'est-à-dire telles que div(/) + D soit effectif. Si D est effectif, la 
fonction régulière constante 1 définit en particulier une section globale de ce fibré en 
droites que l'on note 1d et dont le diviseur (en tant que section de &{D)) n'est autre 
que D. 

Supposons que le corps valué soit le corps des nombres complexes. Soit X une va- 
riété projective complexe, soit D un diviseur de Cartier de X et soit A/j : {X\ D) (C) R 
une fonction continue. Pour que Xd soit une hauteur locale relativement à D, il faut 
et il suffit qu'il existe un recouvrement ouvert fini {U\, 110 tel que D soit défini par 
une équation/} sur [// et que la fonction A£)+log|//| s'étende en une fonction continue 
sur Ui. Il revient ainsi au même d'exiger qu'il existe une métrique hermitienne continue 
sur le fibré en droites ûiD) telle que logUloll = Ad- 

Notons par exemple que la métrique hermitienne de référence que nous avons choi- 
sie sur le fibré ûil) de l'espace projectif P'^ est donnée par la formule 

|ao-^o"i ^ (^k^kl 

\\aoXo + --- + akXk\\ ([xq: ••• :Xjt]) = — ; ; — -. 

max(|xol,...,|xfc|) 

Ce n'est pas tout à fait la métrique de Fubini-Study, laquelle est donnée par 

laoXo -\ 1- ciicXicl 

Il UqXo + ■■■ + aicXkW ([xo : • • • : x^]) = - — ■ — — -. 

(|xor + -- - + 1x^12)1/2 

On voit que l'on peut ainsi définir la notion de fonction de Green parallèlement à 
celle de métrique hermitienne : par définition, une fonction de Green est dite '^é'°° 
si c'est le logarithme de la norme de la section 1 d pour une métrique hermitienne 

La formule classique dd'^loglzp^ + 5o = en une variable et, plus généralement, la 
formule de Poincaré-Lelong dd'^log | /| +5div( /) = entraînent que dd'^ go+So est une 
forme différentielle de type (1,1), lisse, pourvu que go soit une fonction de Green 
On a noté le courant d'intégration sur D, défini, au choix, par intégration des formes 
sur la partie lisse de D ou par résolution des singularités. C'est un courant positif fermé 
surX(C),de bidegré (1, 1). 

On retrouve alors la défi nition standard en géométrie d'Arakelov telle que posée 



par iGiLLET & SoulëI il990d] 



(2)voir 1' exercice ri.6.12l pour un point de détail nécessaire à une preuve complète. 



§1.5. HAUTEURS LOCALES ET FONCTIONS DE GREEN 



33 



DÉFINITION 1.5.4. — Soit X une variété projective complexe (lisse) et soit Z une sous - 
variété intègre de X de codimension p. On appelle courant de Green pourZ tout courant 
gz surXiO tel que dd'^ gz + ôz soit une forme lisse de type {p, p) . 

Revenons aux fonctions de Green associées à un diviseur D. Soit go une telle fonc- 
tion de Green, supposons-la lisse, ou au moins de classe de sorte qu'est définie la 
forme différentielle = dd'^ gD + ôn- 

Alors, pour tout entier A; ^ 1, A^w^ est une forme de type ik,k) sur X(C). Prenons en 
particulier k - dimX ; on associe classiquement à cette forme une mesure sur X(C) : en 
coordonnées locales holomorphes zi = xi + iyi, . . . , Zk - xt + iyk, si A^^^»!) = /(z)dzi a 
• • • A dzk A d'zi A • • • A dzk, la mesure correspondante est \f{z)\ z'^dxidyi • • • dx^dy^. (Ob- 
server que dzj a d'zj - -lidxj a dyj.) Que cela soit bien défini résulte de la formule du 
changement de variables dans les intégrales multiples. 

On vérifie par une nouvelle application de la formule de Poincaré-Lelong que cette 
forme a>£) et cette mesure A^'^d ne dépendent du couple iD,g£)) que par l'intermé- 
diaire du fibré hermitien qu'il définit. Elles coïncident d'ailleurs avec la forme de Chern 
de ce fibré hermitien et sa puissance extérieure maximale. 

Dans le cas d'un corps y^-adique, la situation est plus délicate pour un certain 
nombre de raisons : 

- Cp n'est pas localement compact ; 

- l'opérateur aux dérivées partielles dd'^ n'existe pas, pas plus d'ailleurs que les cou- 
rants ; 

- les mesures naturelles n'existent pas. 

La théorie de Zhang I I995l h fournit néanmoins une bonne notion de métrique 



p-adique. On résout (simultanément) ces trois p r oblèrn es à l'aide de la théorie 
d es espaces analyt iques introduits par IberkovichI ||1990|] . cf. IGublerI lll998i boosl) 



et ICHAMBERT-LOIRl 112006,) . 



iqu 

lio 



C. Décomposition de la hauteur en termes locaux 

Soit X une variété projective sur un corps de nombres K et soit D un diviseur de 
Cartier sur X. Il s'agit d'écrire la hauteur d'un point de X(Q) qui n'appartient pas à D, 
relativement au fibré Û[D), comme une somme de termes locaux indexée par l'en- 
semble Mk des places de K. 

Si V est une place de K, nous noterons le corps valué complet algébriquement 
clos C ou Cp correspondant et e^le nombre de plongements de K dans qui in- 
duisent cette valeur absolue. L'adhérence Ki, de K dans Cy est un corps valué complet 
(égal à R, Qp pour p un nombre premier, ou une extension finie d'un de ces corps). 
Nous noterons Ki, la clôture algébrique de Ki, dans Cp. 

Soit V une place de K. Soit gi, une fonction de Green sur X(Cy) relativement à D 
(nous dirons aussi que gi, est une fonction de Green f-adique). On définit une hauteur 
locale relativement à D de la façon suivante. Soit PeiX\D) {K^) ; soit n son degré sur K 
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et soit Pi , . . . , P„ ses conjugués dans XiCp). On pose 

h,(P) = -f;g,(p,-). 

Si D est effectif et très ample, nous dirons qu'une famille (g^,) de fonctions de Green 
l'-adiques relativement à D, indexée par l'ensemble Mk des places de K est élémen- 
tairement admissible si pour presque toute place v, gy est définie par un même plon- 
gement / = [/o : • • • : /s] (défini sur K) àeX dans un espace projectif dont D est la 
section hyperplane {xq = 0} : pour toute place v, sauf pour un nombre fini d'entre elles, 
on a ainsi 



gi;(X)=-l0g 



|/oW| 


V 


max(|/o(x) 


\v'-- 







Dans le cas général, D est la différence £ - F de deux diviseurs effectifs très amples et 
nous dirons qu'une famille (gy) est admissible si l'on a gi^ = g£,y - gF,v pour tout v, oii 
^Se,v)v et {gF,v)v sont des familles élémentairement admissibles de fonctions de Green 
pour i? et F respectivement. 

Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, montre que l'en- 
semble des familles admissibles de fonctions de Green est stable par les opérations 
standard de la géométrie algébrique. 

Lemme 1.5.5. — Soit X une variété algébrique projective sur un corps de nombres K. 

a) Soit {gy) et (g[,) des familles de fonctions de Green (élémentairement) admissibles 
relativement à des diviseurs D etD' . La famille {gy + g'^) est une fonction de Green (élé- 
mentairement) admissible relativement à D + D' . 

b) Soit X' une variété algébrique projective, intègre, définie sur K, soit f: X' ^ X 
un morphisme et soit D un diviseur sur X tel que f{X') ^ D. Si {gy) est une famille 
de fonctions de Green (élémentairement) admissible relativement à D, igyO f) est une 
famille de fonctions de Green (élémentairement) admissible relativement au diviseur 
f*D. 

Proposition 1.5.6. — Soit D un diviseur de Cartier sur X, soit ho une hauteur pour D 
et soit [gy) une famille admissible de fonctions de Green pour le diviseur D. Alors, la série 
hix) = T.yeMK £vhuix) est une somme finie pour toutx s{X\ D)(Q) ; de plus, h- ho est 
bornée suriX\D)(,Q). 

Démonstration. — Par linéarité, on se ramène au cas où le diviseur D est très ample 
et où (gy) est une famille élémentairement admissible de fonctions de Green. Soit 
: X ^ P^ un plongement de X dans un espace projectif dont D est la section hyper- 
plane {Xq - 0} et définissant presque toutes les fonctions de Green. Pour toute place v 
et tout point xs{X\D) (.Cy), le point (pix) a des coordonnées homogènes [xq : . . . : x^] 
avec xo^O; posons alors 

0/- ^ ^ , 1 \^0\u 
gv'^X) = gyiX) +lOg ■ ■ -. 

msûLi\xo\y,...,\xjc\y 



§1.5. HAUTEURS LOCALES ET FONCTIONS DE GREEN 



35 



Par définition, pour toute place v, la fonction est bornée, et est identiquement nulle 
pour presque toute place v. 

Soit alors K' un corps de nombres contenant K et soit xe{X\D) {K'), de conjugués 
x^^\...,x^"' smK. Si(pix) a pour coordonnées homogènes [xq : ... : x^], on a donc Xq 7^ 
et 

h^ix) = hpkicpix)) = ^ Y. Z logmax(|(T(xo)|,...,|o-(XA;)|p) 
1 V- V- 1 kUo)l 



IK':Q] 

P^ooa: K'^Cp max (|cr(xo) | , . . . , |0-(Xfc) |p) 



nlK:Q] f^^^^MK 



La proposition résulte alors de ce que la première somme est bornée indépendamment 
de X. □ 



D. La hauteur détermine les fonctions de Green 

Soit X une variété algébrique projective sur un corps de nombres, soit D un diviseur 
de Cartier sur X et soit une hauteur pour D. Il est naturel de se demander dans 
quelle mesure ho détermine D. Suivant qu'on se donne ho exactement, ou à 0(1) près, 
la réponse est fournie par le résultat suivant. 

Théorème 1.5.7. — Soit X une variété projective lisse sur un corps de nombres K ; soit 
D un diviseur de Cartier sur X et soit hj^ une hauteur pourD. 

a) Supposons que ho soit bornée; alors la classe de D est de torsion dans le groupe 
de Picard de X : il existe un entier n et une fonction rationnelle f sur X telle que nD - 
div(/). 

b) Supposons que ho possède une décomposition en somme de termes locaux, don- 
nés par une famille admissible (g^) de fonctions de Green pour le diviseur D. Si est 
constante, chacune des fonctions g^ est constante. 



Ce théo rème est dû à A. Néron p our la première partie, voir ISerreI (Il997n . §2.9 
et 3.11. età lAGBOOLA & PappasI (12000) pour la seconde. (Dans cet article, il est d'ailleurs 
observé qu'il suffit de supposer X normale dans l'énoncé du théorème). La seconde 
partie est tout particulièrement intéressante dans les contextes où l'on dispose de fa- 
milles admissible s canoniques de fonctions de Green , en particulier celui des systèmes 
dynamiques (voir iKAWAGUCHi & SilvermanI ll2007d) ). 
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§1.6. Exercices 

Exercice 1.6.1. — Soit ^ un nombre algébrique, soit d son degré et soit P = UqX^ + 
• • • + le polynôme minimal, on note H(P) = max(|aol , . . . , la^l). On rappelle que la 
hauteur hi,^) de ^ est par définition celle du point de coordonnées homogènes [1 : <f] 
deP^ 

Soit P = uoX'^ + ■ ■ ■ + Ud un polynôme à coefficients complexes de degré d. On note 
H(P) = max(|aol,...,|adl). 

a) Montrer que l'on a l'inégalité 

Z'^'mP) ^ M(P) ^ Vd+lHiP). 

b) En déduire que pour deux polynômes Pi et P2. à coefficients complexes, on a 

(1.6.2) H(Pi)H(P2) ^ 2''Vd + lH(PiP2) 

(1.6.3) H(PiP2) ^ 2^(1 + ^)H(Pi)H(P2), 
où <i = deg(PiP2)- 

c) Si P est le polynôme minimal d'un nombre algébrique montrer que la hau- 
teur hi^) est encadrée comme suit : 

^ log H{P) - log2 ^ /z (0 ^ ^ log H{P) + \og{d + 1) . 
d d Id 

Exercice 1.6.4. — Soit f e Q[t) une fraction rationnelle non constante, écrite sous la 
forme P/Q d'un quotient de polynômes P et Q g Q[t], premiers entre eux; on pose 
d - max(degP,degQ). Montrer que l'on a 

lim «£«»=d. 

Exercice 1.6.5. — Soit ^ un entier algébrique de degré d ; on note 1, . . . , ses conju- 
gués dans C et, pour n e N, S„ = Y-^^i <f " la ^-ième somme de Newton. On pose aussi 
ju(0=max(|^i|,...,ierf|) 

a) Montrer que pour tout entier n, S„ est un entier relatif qui vérifie \S„\ ^ djuiO". 
(Utiliser le théorème sur les fonctions symétriques.) 

b) Soit p un nombre entier tel que S„ = S„p pour l ^n^d; montrer que ^ est une 
racine de l'unité (ou ^ = 0). 

c) Montrer que pour tout nombre premier p, Snp et sont congrus à S„ modulo p. 
(Observer que les coefficients du polynôme symétrique + ■■■ + X^- (Xi + • • • + X^)'^ 
sont multiples de p.) 

d) On suppose que ^ 7^ et que ^ n'est pas une racine de l'unité ; on va montrer que 
/i(0 ^ gi/Werf ) Supposons par l'absurde que l'ingalité inverse soit vraie et soit p un 
nombre preier tel que 2ed < p < Aed (il en existe d'après le théorème de Tchébitcheff 
— postulat de Bertrand). Montrer que |S„p -Sn\< p pour l^n^d, puis que Snp - 
Sn pour 1 ^ n ^ d. En déduire que ^ est une racine de l'unité. 

e) Sous la même hypothèse que d), montrer que h{£,) ^ \l{Aed^). Pour d'autres 
résultats dans la même veine, voir l'exercice 12.4.51 du chapitre |2j ainsi par exemple 
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que le livre de 'Wald schmidtI 1200 o') où est démontré le meilleur résultat connu, dû 



DOBROWOLSKL [19791) . et repris dans la prop.|2,2JÔ]du chapitrelU 



Exercice 1.6.6. — Soit p: ---> la projection linéaire donnée par pi[xo : Xi : 
Xz]) = [xo : Xi], d'unique point d'indétermination Q = [0 : : 1]. Soit X une courbe 
de P^, d'équation homogène /(xo,xi,X2) = 0. On suppose que X ne contient pas le 
point Q. Déterminez (en fonctions des coefficients de /) un nombre réel Cx tel que 
\hipix)) - hix)\ ^ Cx pour tout xG X(Q). 

Exercice 1.6.7. — Soit X une variété algébrique projective intègre définie sur un corps 
de nombres F et soit A; sa dimension. 

a) Démontrer qu'il existe un morphisme fini f: X ^ P^. (Plonger X dans un espace 
projectif P" et vérifier qu'une projection générique convient.) 

b) Soit ^ un fibré en droites ample sur X. Démontrer qu'il existe un entier n ^ 1 
tel que =5f " i8> f* soit ample. En déduire que pour toute fonction hauteur sur X 
associée à =5f , il existe des nombres réels a > et & tels que h ^(x) ^ ah{f{x)) - b pour 
tout X e Q. 

c) Démontrer que pour tout X e X(Q), le degré de l'extension F(x)/F(/(x)) est majoré 
par le degré de /. 

d) Observer que la hauteur n'est pas majorée sur P*^(F) (il suffit de traiter le cas où 
F - Q). À l'aide du théorème de finitude (cor. ll.4.2"] l. en déduire que la hauteur h ^ n'est 
pas majorée sur X(Q). 

e) Démontrer qu'il existe un nombre réel c tel que l'ensemble des points de X(Q) de 
hauteurs ^ c soit dense dans X pour la topologie de Zariski. (Considérer des points x g 
X{Q) tels que les coordonnées homogènes de /(x) soient des racines de l'unité.) 

Exercice 1.6.8. — Soit /: P^ --■> P^ une application rationnelle donnée par trois poly- 
nômes (/o./i./z) de même degré d et sans facteur commun. Son lieu d'indétermina- 
tion Z est un ensemble fini de points. Si X est une courbe de P^, supposée lisse ou au 
moins lisse en tout point de X n Z, la restriction de / à X \ (X n Z) s'étend en un unique 
morphisme f de X dans P^ 

a) Le degré d de f est inférieur ou égal à d, en fait égal à d - card(X n Z) (cardinal 
compté avec multiplicités). Pour que d = d,i\ faut et il suffit que X ne rencontre pas Z. 

b) Il existe un nombre réel cx tel que pour tout x e X(Q), \dh{x) - h{f{x)) | ^ cx- 

Exercice 1.6.9. — Soit X une variété projective et soit D un diviseur de Cartier effectif 
sur X. Soit Hd une hauteur relative au fibré en droites Ô'{D) sur X. Il existe un nombre 
réel c tel que hoix) ^ c pour tout x g X(Q) tel que x^D. 

Exercice 1.6.10. — Soit X une variété projective et soit =5f un fibré en droites sur X. 
Soit B le lieu des zéros communs de toutes les sections des puissances de =5f . (Dire que 
B = signifie donc qu'une puissance de =5f est engendrée par ses sections globales.) 
Soit h ^ une hauteur relative à =âf sur X. Il existe un nombre réel c tel que h^{x) ^ c 
pour tout X G X(Q) qui n'appartient pas à B. 



38 



CHAPITRE 1. HAUTEURS SUR L'ESPACE PROJECTIF 



Exercice 1.6.11. — Soit ^ un fibré en droites sur X tel qu'il existe un fibré en droites 
ample ^ de sorte que ^ <Si soit effectif (en d'autres termes, ^ est gros). Il existe 
un fermé de Zariski strict Z de X hors duquel la propriété de finitude pour la hauteur 
h est vérifiée. 

Exercice 1.6. 12. — Le résultat suivant était implicite dans la démonstration des énon- 
cés de base sur les fonctions de Green. 

Soit X une variété projective sur un corps K, valué et algébriquement clos et soit D 
un diviseur de Cartier sur X. Soit A une fonction d'un ouvert U deX\ D^K] dans R ; on 
suppose que U est dense dans X{K). 

On suppose que pour tout point x e XiK), il existe un diviseur de Cartier très 
ample E ne contenant pas x et une fonction de Green Xe pour E tels que la fonction 
X + Xe s'étende (nécessairement uniquement, car U est dense) en une fonction de 
Green pour D + E. Alors X s'étend uniquement en une fonction de Green pour D. 



CHAPITRE 2 



SYSTÈMES DYNAMIQUES D'ORIGINE ARITHMÉTIQUE 



§2.1. Systèmes dynamiques polarisés 



A. La définition et quelques exemples 

Par définition, un système dynamique polarisé est la donnée d'une variété projec- 
tive X (disons intègre, mais pas forcément lisse), d'un endomorphisme / de X et d'un 
fibré en droites ample =5f sur X tel que f*^ soit isomorphe à une puissance de =5f , 
où d est un entier supérieur ou é ml à 2. 

L'entier d, que IzhangI (I20O6I) propose d'appeler le poids de {X,f,^), est relié au 
degré de f par la formule deg(/) = rf'*™^. On a en effet 



ciif*^f^^ = d°™''ci(^)°™'' = deg(/)ci(^) 



idimX 



àimX 



.àimX 



Comme l'a noté Serre 



d'où l'assertion en divisant par Ci (^)dimx ^^-^g^ j^^j puisque ^ est ample. 



19601) . l'action d'un tel endomorphisme sur la cohomo- 
logie de X obéit à « l'analogue kàhlérien des conjectures de Weil »1^ Supposant X 
lisse et de dimension k, l'endomorphisme /* du groupe de cohomologie singu- 
lière WiX.C) est diagonalisable et ses valeurs propres sont toutes de valeur absolue 
archimédienne d^'^. En particulier, tous les degrés dynamiques de / (définis comme 
les rayons spectraux de /* agissant sur la cohomologie singulière, voir les articles 
de Cantat et Guedj) sont strictement dominés par le dernier, égal à d^. L'étude des 
systèmes dynamiques polarisés apparaît ainsi comme un cas particulier des études 
plus spécifiquement dynamiques exposées dans ce volume. 

Nous avons déjà donné au paragraphe HUME] l'exemple de l'espace projectif et 
d'un endomorphisme / défini par une famille (/o,...,/fc) de polynômes homogènes 
de degré d sans zéro commun autre que (0,...,0). On a en effet /*^(1) ûid). Les 
sous-variétés de qui son t stables par f fourn issent de même un système dynamique 
polarisé. Par un résultat de lpAKHRUDDlNl 120031) . c'est en fait le cas général : 



' 'La conjecture de Weil en question est l'hypothèse de Riemann pour les variétés algébriques sur les 
corps finis : elle concerne le cas 011 X est une variété algébrique projective lisse sur un corps fini de car- 
dinal q et f est l'endomorphisme de Frobenius donné par l'élévation des coordonnées à la puissance q. 
Son poids est q. 
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Proposition 2.1.1 (Fakhruddin). — Soit (X,/,=âf) un système dynamique polarisé 
défini sur un corps infini Il existe un plongement i de X dans un espace projectifP^ 
tel que i* soit isomorphe à une puissance de ^ , et un endomorphisme F de degré d 
deV^ telsqueFoL = lof. 

(Dans ce qui suit, remplacer =5f par une puissance sera souvent inoffensif.) 

Démonstration. — Quitte à remplacer ^ par une de ses puissances =2''^, on peut sup- 
poser que =5f est très ample et que, pour tout entier m> 0, d'une part W (X,=5f'") = 
pour tout entier / > 0, et d'autre part l'homomorphisme de multiplication 

H^iX,^"") ® H°{X,^) - H°iX,^'"+^) 

est surjectif. Notons alors t : X ^ le plongement de X dans un espace projectif défini 
par ^ ; par construction, ona f*^pj:(l) = ^ et, si m ^ 1, l'homomorphisme naturel de 
H^{X,L)^"^ dans lf{X,U") est surjectif. En outre, par un raisonnement élémentaire 
de régularité de Castelnuovo-Mumford, le faisceau d'idéaux de X dans est de ré- 
gularité au plus 2 ; en particulier, l'idéal homogène de X dans P'^ est engendré par des 
polynômes de degré d (on a supposé d^2). 

Pour j G {0, l,...,dimX}, choisissons par récurrence une section Sj dans H^{X,^) 
qui n'est identiquement nulle sur aucune composante irréductible du lieu d'annula- 
tion commun de 5o, . . . , Alors, toute composante irréductible du lieu d'annulation 
commun de 5o, . . . , Sj est de codimension > j dans X. En particulier, Sq,..., Sàvmx n'ont 
pas de zéro commun. On peut en outre supposer ces sections linéairement indépen- 
dantes. Complétons-les alors en une base {sq, . . . , 5^) de H^{X,^). 

Soit i G {0,...,A;}; alors, f*Sj est une section de H^{X,f*^) = H^{X,^'^) et, par 
l'hypothèse faite sur il existe un polynôme Fj g C[Xq, X^] , homogène de degré d 
tel que f* Sj = Fj{so,...,Sk)- Les polynômes Fo,...,Ffc définissent une application ra- 
tionnelle F: [Xq : ■ ■ ■ : Xjc] [Fq : ■ ■ ■ : F^] de P*^ dans lui-même, définie là où les Fj ne 
s'annulent pas simultanément. Nous allons démontrer qu'il est possible de modifier 
les Fj de sorte que F soit définie partout. 

Plus précisément, nous allons démontrer qu'il existe des polynômes Fo,...,Ffc 
dans C[Xo,...,Xk], homogènes de degré d, vérifiant f*Sj = Fj{so,...,St) et tels 
que pour tout entier 5 g {dimX,..., A;} et toute composante irréductible Z de 
V(Fo,...,F;) c P^, codim(Z,P^") > j. (On note ¥(•••) le lieu de P^ défini par une 
famille de polynômes homogènes.) 

Observons que l'on peut conserver le choix précédent pour Fo,...,Fdimx- En ef- 
fet, si Z est une composante irréductible de V(Fo,...,Fdinix). ZnX = (un point x 
de X n Z vérifierait f* Sjix) = pour ^ 7 ^ dimX et /(x) serait un zéro commun 
de 5o, . . . , Sdimx)- En particulier, codim(Z,P^) > dimX car deux sous-variétés de P^ de 
dimensions « complémentaires » ont un point d'intersection. 



Cette hypothèse, reprise de Fakhruddin 2003h , n'est probablement pas nécessaire pour le présent 
énoncé. 
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Supposons maintenant j > dimX et Fq,..., Fj-i construits. Notons l'espace vec- 
toriel des polynômes de C[Xo,...,X]^] qui sont homogènes de degré d et y^i le sous- 
espace vectoriel formé des polynômes qui sont identiquement nuls sur X. Pour G g 
^d> la condition /* sj = G^sq, ...,Sk) définit un sous-espace affine A de d'espace 
vectoriel associé Toujours pour G e et pour Z une composante irréductible 
de V(Fo,...,F/_i), la condition que G soit identiquement nul sur Z définit un sous- 
espace vectoriel Vz de ^d- H s'agit de trouver un élément de A qui n'appartienne à 
aucun des sous-espaces Vz. Comme le corps C est infini, c'est possible dès lors qu'au- 
cun des sous-espaces Vz ne contient A. 

En initialisant la récurrence, on a démontré que ces composantes Z sont disjointes 
de X. Or l'hypothèse que l'idéal homogène de X dans P*^ est engendré par des poly- 
nômes de degré d implique précisément qu'il existe, pour toute composante Z comme 
ci-dessus, un polynôme H e^d qui n'est pas identiquement nul sur Z. Autrement dit, 
^d n'est pas contenu dans Vz et a fortiori, le sous-espace affine A dirigé par J^d n'est 
pas contenu dans Vz- 

Cela conclut par récurrence la construction des polynômes Fo,...,Fic. En particu- 
lier, les composantes irréductibles de V(Fo, ...,Fic) sont de codimension > k dans P*^ : 
cela entraîne que V(Fo, . . . , F^) = et conclut, du même coup, la démonstration de la 
proposition. □ 

2.1.2. Systèmes dynamiques abéliens. — Les variétés abéliennes fournissent des 
exemples fondamentaux de systèmes dynamiques polarisés. Considérons une variété 
abélienne X sur un corps F, c'est-à-dire une variété projective munie d'une structure 
de groupe algébrique. Pour tout entier n, la multiplication par n , notée [^1, défini t 



un endomorphisme de X. Le théorème du cube, voir par exemple IMumfordI 1119741) . 
entraîne que pour tout fibré en droites symétrique =5f, le fibré en droites [n]* ^ est 

2 

isomorphe à =5f" . 

Les points prépériodiques d'un tel système dynamique sont les points de torsion 
de X. L'intérêt de cette remarque est double : si elle suggère d'employer des méthodes 
de systèmes dynamiques pour aborder des questions arithmétiques ou géométriques 
concernant les points de torsion d'une variété abélienne, elle permet aussi d'envisa- 
ger la théorie des systèmes dynamiques polarisés comme une extension de la théorie 
arithmético-géométrique des variétés abéliennes. 

Plus généralement, on appellera système dynamique abélien un système dynamique 
de la forme {X,f), où X est une variété abélienne et /: X ^ X un endomorphisme 
de la variété algébrique X, c'est-à-dire la composition d'un endomorphisme ^ de X 
comme variété abélienne et d'une translation par un point xq de X. Lorsque (p-id est 
surjectif, ce qui sera le cas si X est simple et ^ id (ou, plus généralement si pour toute 
sous-variété abélienne F 5^ de X, a| y 7^ idy), alors le système dynamique (X,/) est 
conjugué au système (X,^). 

Il convient d'observer qu'un système dynamique abélien n'est en général pas pola- 
risé, par exemple lorsque X est un produit Xi x X2 et que / = /i x /z est donné par la 
multiplication par deux entiers ni et «2 distincts sur chacun des facteurs. 

2.1.3. Systèmes dynamiques toriques. — Soit d un entier tel que d^2. On définit un 
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système dynamique sur l'espace projectif en posant /([xo : • • • : x^]) = (Xg : • • • : x^). 
C'est un système dynamique polarisé car f*ûil) = ûid);i\ est de poids d. Soit G l'ou- 
vert de P'^ où aucune coordonnée homogène ne s'annule ; si l'on fixe la coordonnée 
homogène Xo égale à 1, on voit que G est isomorphe au tore algébrique (Gm)*^, où 
Gm = \ {0} est le groupe multiplicatif. 

De la sorte, P'^ apparaît comme une compactiflcation de G, compactification qui 
n'est pas du tout arbitraire car la multiplication de G, à savoir l'application m: G x G ^ 
G qui définit la structure de groupe sur (G^), s'étend en une action de G sur P^, donnée 
par iu,x) '-^ [xo : UiXi UkXk] siu- iui,...,Uk) e G et x = [xo : • • • : x^t] e P*. 

Plus généralement, on appelle variété torique une variété X, disons projective et 
lisse, contenant un tore algébrique G comme ouvert dense, de sorte que la multipli- 
cation de G s'étende en un morphisme de G x X dans X. Le complémentaire de G 
dans X est alors un diviseur D, d'ailleurs un diviseur canoniqu^I^ de X. Pour tout en- 
tier l'endomorphisme u'^ de G s'étend en un morphisme f: X ^ X pour 
lequel /* ^xiD) =^ Ô'xi.dD). On obtient de la sorte un système dynamique polarisé de 
poids d, si ce n'est que Û'xiD) n'est pas forcément ample — il appartient néanmoins 
à l'intérieur du cône effectif de De tels systèmes dynamiques seront appelés to- 
riques. 

Observons que pour u g G, la suite {u^ ) « ne prend qu'au plus une fois chaque valeur 
si u n'est pas une racine de l'unité, et ne prend qu'un nombre fini de valeurs sinon. Au- 
trement dit, les points prépériodiques de ces systèmes dynamiques qui sont contenus 
dans G s'identifient aux A;-uplets (wi, . . . , u^t) de racines de l'unité. 

Lorsque X = P^, observons d'ores et déjà une remarquable propriété de la hauteur 
naturelle vis à vis de ces endomorphismes : 

Lemme 2.1.4. — Pourx= [xo : ••• : Xjt] e P'^(Q) etdeN, ona 

^([x^:---:x^]) = d/z([xo:---:Xfc]). 

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la définition de la hauteur, 
compte-tenu du fait que pour tout corps valué K et toute famille (xo,...,Xfc) d'élé- 
ments de K, 

max(|xol'^,...,|xfc|'') = max(|xol,...,|Xfc|)'^. 

□ 

C'est un premier exemple, d'ailleurs fondamental, de hauteur normalisée par rap- 
port à un système dynamique. 

Les systèmes dynamiques toriques ou abéliens ne sont pas les plus intéressants du 
strict point de vue de la théorie des systèmes dynamiques ; en revanche, les questions 
arithmétiques qu'ils suscitent sont souvent fondamentales. 



'^C'est-à-dire le diviseur d'une A;-forme différentielle méromorphe, oii k est la dimension de X, suppo- 
sée lisse. 

'^^De toutes façons, la théorie des variétés toriques montre que l'image inverse par / de tout diviseur E 
est linéairement équivalente à dE ; les constructions ci-dessous ne dépendent pas substantiellement du 
choix d'un diviseur ample E. 
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2.1.5. Éléments de classification. — Soit [X,f,J^) un système dynamique polarisé. 
Su pposons que X soit lisse et gé ométriquement connexe. D'après le lemme 4.1 
de IfakhruddinI boosll . voir aussi I Gantai] 120031] . la dimension de Kodaira d'une 
telle variété X est négative ou nulle. Supposons que kod(X) = 0. Alors, une puissance 
du fibré canonique de X est trivial, et en caractéristique 0, on peut démontrer que 
iX,f) est déduit d'un système dynamique abélien {X' ,f) par passage au quotient 
par l'action d'u n groupe fin i agiss ant sans po int fixe sur La dém onstration utilise 
un théorèr ne delBEAUVlLLsl lll983ll . voir aussi IbogomolovI (Il974dlfcl] . reposant sur la 
solution de lYAu] Il 9781) à la conjecture de Galabi, à savoir l'existence d'une métrique 
kàhlérienne Ricci plate sur X. 



aussi 



La classification en dimension 2 est essentiellement due à INakayamaI i2002l) (voir 
FuTiMOTol (HÔÔi), ainsi que lFuiiMOTO & NakayamaI feoosi) pourT analogue non 
kàhlérien) et fait l'objet d'une proposition (prop. 2.3.1) de lZHANq COOgI) . article de syn- 



thèse sur le thème de cette conférence et dont je recommande la lecture. Les surfaces 
qui portent un système dynamique polarisé sont : 

- les surfaces abéliennes ; 

- les surfaces hyperelliptiques possédant une revêtement étale par le produit de 
deux courbes elliptiques ; 

- les surfaces toriques ; 

- les surfaces réglées sur une courbe elliptique associées, soit à un fibré de rang 2 
de la forme Ô" ® où ^ soit, ou bien de torsion, ou bien de degré non nul, soit à un 
fibré indécomposable de degré impair. 



Gito ns enfin un résultat de lBEAUViLiB i200ll) . reposant sur des idées de lAMERiK etaÛ 
1 19991) . selon lequel une hypersurface lisse de degré au moins 3 de l'espace projectif de 
dimension au moins 3 n'admet aucun endomorphisme de degré > 1. 

Pour plus de détails, je renvoie à l'article de Serge Gantât dans ce volume. 

B. Hauteur normalisée 

Soit (X, /, =5f ) un système dynamique polarisé défini sur Q. Notons d son poids ; c'est 
l'unique entier ^2 tel que f*^-^ "^. 



À la suite de ICall & Silvermani 1119931) . eux-mêmes inspirés par la normalisation 
de InëronI lll965|) et Tate (voir |Lang| lll995)) dans le cas où X est une variété abé- 
lienne, le but de ce paragraphe est de définir, une hauteur normalisée relative au fibré 
en droites 

Les résultats qui suivent sont des généralisations directes des propositions corres- 
pondants du ^1.11 Leur démonstration est identique. 

Proposition 2.1.6. — (Rappelons que d ^ 2.) // existe une unique hauteur relative 
à=5f , h X(Q) R telle que h^{f{x)) = dh^{x) pour toutxe X(Q). 

Démonstration. — Notons E l'espace affine des hauteurs relatives à =5f sur X(Q) ; son 
espace vectoriel directeur est l'espace des fonctions bornées de X(Q) dans R. Mu- 
nissons de la norme uniforme et l'espace affine E de la distance induite. G'est un 
espace métrique complet. 
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L'application T: (p^ ^(po f est linéaire et applique E dans lui-même. En effet, si h 
est une hauteur relative à =5f , ho f est une hauteur relative k f* ^ fprop. [L377l i donc 
ho f - dh est bornée. Par suite, T{f) - ^hof est une hauteur relative à ^ sur X. 

Cette application T est contractante, de constante de Lipschitz au plus 1 / d < 1. Elle 
possède donc un unique point fixe dans E. □ 

La fonction h ^ dont la proposition précédente affirme l'existence et l'unicité est 
appelée hauteur normalisée, ou hauteur canonique. On a aussi la formule 

(2.L7) hj^ix) = lim -J-/z(/"(x)), 

pour toute hauteur h relative à ^ sur X. La hauteur normalisée vérifie les propriétés 
suivantes : 

Proposition 2.1.8. — a) Onah^ix)^0 pourtoutxeXiQ) ; 

b) un point xe X(Q) vérifleh^ix) - si et seulement s'il est prépériodique; 

c) pour tout nombre entier D et tout nombre réel B, l'ensemble de points x g X(Q) de 
degré au plus D et tels que h^{x) est fini. 

Démonstration. — La propriété c) résulte immédiatement de ce que /z^ est une hau- 
teur relative à un fibré en droites ample sur X et du corollaire 11. 4.21 Comme les hau- 
teurs relatives à un fibré en droites ample sont minorées, la propriété a) est manifeste 
sur la formule (12.1.71 ci-dessus. Comme au ^1.11 elle se déduit aussi, ainsi que la pro- 
priété b), de l'assertion de finitude. 

Soit en effet x e X(Q). On a h{f^{x)) - d"hix). Si x est prépériodique, il existe des 
entiers n^Oetp^l tels que /"(x) = /"+P(x). Par suite, d"hj^{x) = d'^^Ph ^(x), d'où 
h ^(x) car d^2. Inversement, sih^ix) ^0, les termes de la suite (/"(x)) forment un 
ensemble de points de hauteur normalisée au plus B, tous définis sur le corps Q(x) ; 
un tel ensemble est fini d'après c). Il existe donc des entiers n ^ et p ^ 1 tels que 
/"(x) = /"+P (x). Autrement dit, x est prépériodique et h_^ix) =0. □ 



Voici, d'après lNORTHCOTTi il950l) . une conséquence remarquable de la proposition 
précédente. 

Corollaire 2.1.9. — Soit {X,f,^) un système dynamique polarisé défini sur un 
corps de nombres K. Pour tout entier D, les points de X(Q) qui sont prépériodiques et 
dont le degré est au plus D forment un ensemble fini. 

Il convient de remarquer ici que, sous les hypothèses du théorème, l'ensemble des 
points de X(Q) qui sont périodiques est dense dans X pour la topologie de Zariski (pro- 
position l2.2.1l . Il y en est a fortiori de même de l'ensemble des points prépériodiques. 

Lorsque, de plus, X est une variété abélienne, la hauteur normalisée obtenue est ap- 
pelée hauteur de Néron-Tate. La compatibilité d'une telle hauteur avec la loi de groupe 
de X est assez remarquable : en effet, cette hauteur h^sc est une fonction de degré ^ 2 
sur le groupe X(Q), au sens où l'identité suivante est vérifiée : 
(2.1.10) 

h^{x + y+z) -h^{y + z)- h^{z + x) - h^{x + y) + h^{x) + h^{y) + h^{z) - h^iO) = 
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pour tout triplet {x,y,z) de points de X(Q). Une telle fonction est la somme d'une 
forme quadratique qjf, d'une forme linéaire £_cf et d'une constante (exercice I2.4.91 . 
Dans le cas où les fibrés en droites ^ et [-l]*=5f sont isomorphes, on dit que =5f est 
symétrique et l'on a = ; dans le cas antisymétrique où =^ et [ - 1] * =5f sont inverses 
l'un de l'autre, on a = 0. 

D'autre part, lorsque X = et / est l'endomorphisme [x : y] ■-^ [x^ : y^] pour d 
un entier ^ 2, la hauteur normalisée n'est autre que la hauteur naturelle sur P^. Les 
points prépériodiques pour ce système dynamique sont [0 : 1], [1 : 0] et les points [1 : (f] 
où ^ e C est une racine de l'unité. Modulo l'identification entre hauteur d'un point 
[1 : ^] et mesure de Mahler M(P) du polynôme minimal P de ^, on en déduit le théo- 
rème suivant, dont la première partie est essentiellement due à Kronecker. Voir aussi 
l'exercice ll.G.SI pour une version effective. 

Corollaire 2.1.11. — SoitP un polynôme irréductible à coefficient entiers. 

a) S/ M(P) = 0, les racines de P sont des racines de l'unité ou 0. 

b) Lorsque n^oo,le degré du corps engendré sur Q par une racine primitive n-ième 
de l'unité tend vers l'infini. 

En fait, toutes les racines primitives n-ièmes de l'unité sont conjuguées sur Q 
(Gauss) puisque le polynôme cyclotomique 0„ est irréductible. Comme l'indicatrice 
d'EuLER (p{n) tend vers l'infini avec n, cela redonne la seconde assertion. La pre- 
mière assertion peut également être précisée en disant qu'un polynôme irréductible 
P e Z[X] tel que M(P) = est, au signe près, ou bien égal à X, ou bien égal à un 
polynôme cyclotomique. 



G. Normalisation des hauteurs locales 

On a étudié au paragraphe 11.51 les décompositions de la hauteur d'un point en 
somme de termes locaux, indexés par les places de K. Dans le cas d'un système dyna- 
mique polarisé, il est naturel de se demander si la hauteur normalisée est justiciable 
d'une telle décomposition dont chaque terme serait plus ou moii is canonique. Dans 
le cas des variétés abéliennes, la normalisation obtenue remonte à NéronI 1 1965 ). 

Revenons donc à la théorie des hauteurs locales en nous plaçant sur un corps K, 
supposé valué complet et algébriquement clos. Soit X une variété projective sur K, 
f: X ^ K un endomorphisme de X et soit D un diviseur de Cartier sur X tel que f*D 
soit linéairement équivalent à dD, où d est un entier ^ 2. Autrement dit, dans le cas où 
D est ample, (X, /, û (D)) est un système dynamique polarisé. 

Il y a deux façon s pour définir une fonctio n de Green canonique relativement à D. 
La première, due à lCALL & SilvermanI 1 19931) . p rocède d'un raisonnement au niveau 
des fonctions ; la seconde, due à^ ZHANG 1 199 5^. construit des métriques canoniques. 
Je mélange ici les deux points de vue, les espaces affines des fonctions de Green pour 
un diviseur D n'étant que l'image par logM du torseur des métriques hermitiennes 
continues sur Ô'{D). 
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Proposition 2.1.12. — Soit a e KiX) tel que f* D - dD + divia). Il existe une unique 
fonction de Green go relativement à D telle que 

gD(/W) = dgr)ix]-\og\aM\ 

pour tout xeXiK) qui n'appartient ni àD nià f* D. 

Démonstration. — L'ensemble des fonctions de Green pour D est un espace affine de 
direction l'espace vectoriel des fonctions continues bornées sur X{K). La norme sup 
de la différence de deux fonctions de Green définit alors une distance sur cet espace 
qui en fait un espace métrique complet. Si g est une fonction de Green pour D, T{g) = 
^(go/+log|a|) en est une autre. L'application g T{g) est contractante, de constante 
de Lipschitz au plus l/d < 1. Elle admet donc un unique point fixe dans l'ensemble des 
fonctions de Green pour D. □ 

Exemple 2.1.13. — Supposons que D soit la section hyperplane Xç, = de l'espace 
projectif X = P^. D'après la structure des endomorphismes de l'espace projectif, il 
existe des polynômes (Fq, . . . , F^) de K[Xo,..., Xjç], homogènes de degré d et sans zéro 
commun non trivial dans K, tels que /([xq : ••• : x^]) = [Fo(x) : ••• : Fjfc(x)], pour tout 
point [xo : ■ ■ ■ : x,t] de P^. Notons F = {Fq, F^) l'endomorphisme de l'espace affine de 
dimension k+l qui relève /. Pour n^O, notons F" = {F^, F") le n-ième itéré de / ; 
il relève En outre, les polynômes F" (pour 0^7^ j) sont de degré et sans zéro 
commun non trivial. 

Comme D est le diviseur des zéros de la «fonction» xq, f*D est celui de Fq; 
notant a la fraction rationnelle Fo(x)/Xq, on a /*D = dD + div(a). La fonction 
g = -logdxol /max(|xol,...,|xfcl)) est une fonction de Green pour D; toute autre 
fonction de Green en diffère d'une fonction continue. La démonstration itérative du 
théorème du point fixe montre que la fonction de Green canonique pour g est la limite 
des fonctions de Green 

Sn{x)^-^gof"{x) + ^\og\aof"-^\ + --- + ^\og\a{x)\ 

1 , |F«(x)| « 1 , iFo'^Cx)! 

= — — log — i — —. — —. i-+ y — log— — 4- 

Vax(|F«(x)|,...,|F«(x)|) tid"" \f^-\x)\^ 
= ^logmax(|Fo«(x)|,...,|F«(x)|)-log|xo|. 
Pour tout X = (xo, . . . , Xfc) non nul, posons 

Gn(x) = ^logmax(|Fo"(x)|,..., |F«(x)|). 

Les calculs qui précèdent entraînent que G„ converge vers une fonction G définie sur le 
complémentaire de l'origine dans l'espace affine et vérifiant les propriétés suivantes : 

G(Ax) =log|A| + G(x), G(F(x)) = dG(x). 

On l'appelle la. fonction de Green homogène ; elle est reliée à la fonction de Green cano- 
nique pour le diviseur D par la relation go (x) = G(x) - log | xq | . 
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Supposons K = C. Alors, G est plurisousharmo nique dans ç^+i \ {p} et est plurihar 



mo nique sur l'image réciproque de l'e nsemble de Fatou de f ; voirlSlBONYl il999) . §1.6. 



Lorsque K est un corps ultramétrique. IKawaguchi & SilvermanI (l2007a) démontrent 



que G est localement constante sur l'image réciproque de l'ensemble de Fatou de /. 

Le théorème suivant affirme que ces fonctions de Green normalisées forment une 
famille admissible, donc donnent lieu comme anoncé à une décomposition de la hau- 
teur normalisée d'un point en somme de termes locaux. 

Théorème 2.1.14. — Soit (X,/,=5f) un système dynamique polarisé défini sur un 
corps de nombres K. Soit D un diviseur tel que ^ - GiD) et soit a e K{X) tel que 
f*D = dD + div(a). Pour toute place v de K, notons gy la fonction de Green sur le 
corps Cu pour le diviseur D, normalisée relativement à a, ainsi que h^la hauteur locale 
associée. 

Alors, la famille {gv) est admissible et, pour toutx e{X\ D)(Q), on a 

veMk 

(Comme au paragraphe 11. 51 si v est une place de K, on note le nombre de plon- 
gements du corps K dans Cy qui induisent la valeur absolue correspondant à v.) 

Démonstration. — La famille igp) de fonctions de Green normalisées est obtenue en 
itérant à partir d'une famille admissible (g^) fixée l'opérateur T: (gy) i^igv° f + 
loglaly). D'après le lemme [T. 5. 51 cet opérateur applique une famille admissible de 
fonctions de Green sur une autre famille admissible. Plus précisément, d'après cette 
proposition, cet opérateur fixe presque toutes les composantes g^. Autrement dit, on a 
gv = gv pour presque toute place v. Cela démontre précisément que la famille (gy) est 
admissible. 

Notons h' la somme des hauteurs locales associées; d'après la proposition 11. 5. 6[ 
c'est la restriction au complémentaire de D d'une hauteur pour ce diviseur. Pour mon- 
trer que c'est bien la hauteur normalisée, il suffit donc de vérifier l'équation fonction- 
nelle qui la caractérise. 

Soit V une place de K. Pour tout point x e X(Cy) tel que x ^ D et /(x) ^ D, on a 
guifM) = (igy(x)-log|a(x)|y. Par suite, si un point P e X[K) est tel que P D et /(P) ^ 
D, on a les égalités 

hAfiP)) =dhAP)- 7777^^ \0g\NKiP),Mx)) I ^ . 
[K[F) : K\ 

En sommant ces égalités et en utilisant la formule du produit, on en déduit h'{f{P)) - 
dh'iP). Pour traiter le cas général, on considère un diviseur E linéairement équivalent 
à D qui ne contienne ni P ni /(P) auquel on applique l'analyse précédente. □ 

D. Hauteurs locales sur C et mesures canoniques 

Conservons les notations du paragraphe précédent en supposant de plus que K-C 
et que D est un diviseur ample. 
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Il possède alors une fonction de Green de classe go, dont la forme associée 
(ûD - dd'^ gD + Sd est une forme de Kàhler. D'après le théorème de Wirtinger, la me- 
sure (wd)^ est positive, de masse totale égale à l'auto-intersection (D)*^ de D (si D est 
une section hyperplane, ce n'est autre que le degré de X, c'est-à-dire le nombre de 
points d'intersection avec X d'une droite assez générale de P'^.). 

La démonstration du théorème du point fixe de Picard fait intervenir les itérés 
r"(g£)) de gD sous l'opérateur T et montre leur convergence vers la fonction de 
Green go, unique solution de Tigo) - go- Notons que l'on a 

dd'^ T{gD) +5d = ^ dd' {gD of)+ÔD + ^5div(a) = ^f^^D- 

a ad 

Autrement dit, la forme associée à Tigo) est encore de Kàhler. Un argument stan- 
dard de courants positifs de masse bornée entraîne que dd^ gD + 5d est un courant 
positif fermé sur X, qu'on note ù)d- C'est la limite des formes positives de type (1, 1), 
■^if")*(DD- En outre, la suite des mesures id~'^if")*(ji)'^)n converge vers une mesure, 
notée *^ sur X(C). Cette dernière écriture (ô^,)^ est rendue licite par la théorie des 
produits de courants positifs fe rmés localement donnés par le dd'^ d'une fonction psh 



continue, telle que décrite dans lDEMAlLLYl (119931] . 



On appelle mesure canonique associée au système dynamique polarisé {X,f,^) la 
mesure de probabilité {ù)d)^ I {D)^ . Dans le cas des variétés abéliennes, cette mesure 
canonique est la mesure de Haar normalisée. Dans le cas d'un système dynamique to- 
rique, par exemple muni de l'endomorphisme donné par l'élévation des coordon- 
nées homogènes à une même puissance d ^ 2, il s'agit de même de la mesure de Haar 
normalisée du sous-groupe compact maximal (S^)^ de (G*)*. 

Pour plus de détails et des exemples plus intéressants du point de vue ergodique, je 
renvoie aux articles de Cantat et Guedj dans ce volume. 

Une propriété topologique de ces mesures aura des conséquences importantes plus 
bas : elles ne chargent pas les sous-ensembles algébriques stricts (et plus généralement 
les sous-ensembles pluripolaires), cf. l'article de Guedj, théorème 3.1. En particulier, 
leur support est dense pour la topologie de Zariski. Ce dernier fait est facile à constater 
dans les deux exemples (abéliens et toriques) explicités ci-dessus. 



E. Extensions 

La construction de hauteurs normalisées peut être étendue de plusieurs manières. 

1) Par additivité des hauteurs relativement à des fibrés en droites, on peut définir 
une hauteur relativement à un élément de Pic(X) «zR. L'intérêt est que cet ensemble 
peut contenir de nouvelles classes vérifiant des propriétés permettant l'application des 
idées évoquées ci-dessus. 



C'est ainsi que sur c ertaines s urface s K3, ISilvermanI il99l|] . ICall & Silverman 



lfÏ993) . et, à leur suite, IbillardI lll997l) . construisent une hauteur norr nalisée pour 
l'actio n d'automorphismes. Leur construction a été généralisée dans Ikawaguchi 
1 20081) au cas des automorphismes d'une surface projective X dont le premier degré 
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dynamique A est > 1 (c'est-à-dire, d'après 'gromQvI boOSll F^ et iYOMDiNl (Il987l) . dont 
l'entropie topologique est strictement positive). Dans tous les cas, il s'agit d'établir 
l'existence de deux diviseurs à coefficients ra tionnels D+ et D_ vérifiant /* (D+) ~ AD+ 
et ~ A"^D_. Suivant IçantatJ boOlL cela se démontre en considérant l'ac- 

tion de / sur les espaces vectoriels H^'^iX,R) et Pic(X)R, en notant que cette action 
préserve Pic(X), la forme d'intersec tion et le cône des diviseurs nef (l'adhérence du 
cône ample). On démontre (voir Mc Mullen 12002)) que les valeurs propres sont des 
nombres de Salem : A est un nombre algébrique, A"^ en est un conjugué et tous les 
autres conjugués sont de module 1. 

Ils en déduisent des théorèmes de finitude pour l es point s prépériodiques de degré 
donné sur X. Dans le cas général considéré par KawaguchiI (2008), il s'agit seulement 
d'une hauteur relative à un fibré en droites big et nef; il apparaît ainsi une sous-variété 
exceptionnelle, les points prépériodiques de laquelle on ne peut rien dire. 



(6) 



2) En général, il n'y a pas de hauteur normalisée pour l'action d'une application 
rationnelle, pas plus que de théorème de finitud e pour les points p répériodiques , 



cf. l'exercice 12.4.11 Un certain nombr e d'auteurs, ISilverman 



1 19941) ■ IDenisI lll995l) . 



Marcello! boosL Ikawaguch^ izooë ). ont étudié tout particulièrement le cas des 
automorphsimes polynomiaux de l'espace affine. (Ceux-ci définissent des automor- 
phismes birationnels de l'espace projectif auxquels la théorie précédente ne s'étend 
pas a priori.) Considérons un automorphisme / du plan affine A^. Il est donné par 
deux polynômes ; notons d{f) le maximum de leurs degrés. Le n-ième itéré /" de / 
possède de même un degré et l'on définit le degré dynamique 5(/) de / comme la 
lim ite de djf^)^ ' ". Cet te limite existe et est un entier naturel qui vérifie 1 ^ 5(/) ^ d{f) 
(cf. lKAWAGUCHll tooé . prop. 3.2). 

Le cas ô{f) = d{f) correspond aux automorphismes réguZ/ers pour lesquels les lieux 
d'indétermination dans de / et de /"^ ne se rencontrent pas. Lorsque 5{f) ^ 2, 
KawaguchiI (120061) montre l'existence d'une fonction h sur A^(Q) vérifiant les proprié- 
tés suivantes, où h désigne la restriction à de la hauteur sur P^. 

a) il existe des constantes a > 1 et > telles que pour tout x e A^(Q), ^h{x)-b^ 
h{x) ^ ah{x) + b; 

b) pourtoutxGA2(Q), hifix)) + hif-Hx)) = {ô+^)kx). 

La première propriété implique que A^(Q) n'a qu'un nombre fini de points de degré 
borné et de hauteur bornée. La seconde propriété entraîne que les points prépério- 
diques sont exactement les points de hauteur nulle. 

3) Plus généralement, le contexte des correspondances peut donner lieu à des varia- 
tions intéressantes. 



'^Bien que publié en 2003, cet article fondamental date de 1977. 

'^^ Étant donné un endomorphisme / de de degré d ^ 2, éclatons un point fixe de / en lequel la 
différentielle de / est l'identité. On obtient une surface X' sur laquelle / s'étend en un endomorphisme 
qui laisse invariant point par point le diviseur exceptionnel. 



50 



CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES D'ORIGINE ARITHMÉTIQUE 



§2.2. Quelques conjectures 

Soit (X, /, J£) un système dynamique polarisé défini sur un corps de nombres K. Soit 
d~^2 l'entier tel que /*=5f - =5f Soit h^la hauteur normalisée sur X(Q) associée 

Je décris dans ce paragraphe quelques unes des conjectures concernant l'arithmé- 
tique des systèmes dynamiques polynomiaux. La plupart de ces énoncés ont fait l'ob- 
jet d'une étude approfondie depuis les années 1970, au moins dans le cas des systèmes 
dynamiques abéliens. 



A. Rareté des points prépériodiques dans une sous-variété 

Proposition 2.2.1. — L'ensemble des points de X qui sont périodiques pour f est 
dense dans X pour la topologie de Zariski. 

Démonstration. — Lorsque X est une variété complexe lisse, on peut en donner une 
démonstration en utilisant les résultats de théorie ergodique démontrés dans les notes 
de GuEDj de ce volumel^ 

Soit V l'adhérence de l'ensemble des points périodiques de / pour la topologie de 
Zariski, c'est-à-dire le plus petit ensemble algébrique de X qui contient les points pé- 
riodiques. L'ensemble ViC) est fermé dans X(C) et contient les points périodiques; 
il contient donc l'adhérence de ces points pour la topologie usuelle. D'après le théo- 
rème 3.3 de cet article, les points périodiques (répulsifs) de / s'équidistribuent selon 
la mesure canonique pf sur X(C) associée à /. A fortiori, V{,C) contient le support de 
la mesure pf. Comme cette mesure ne charge pas les parties fermées strictes pour la 
to pologie de Zar i ski [lo c. cit, théorème 3.1), V{0 - X(C) etV = X. 



FakhruddinI 1120031), faisant usage de résultats fondamentaux de IHrushovski 
1 20041) . en donne une démonstration algébrique par réduction au cas où le corps de 
base est la clôture algébrique d'un corps fini. Il s'agit de montrer que le complémen- 
taire d'une hypersurface Y Ae X contient un point prépériodique, voire périodique. 
Voici le principe de la démonstration. 

Considérons un «modèle» du système dynamique polarisé (X,/,=5f) et de Y sur 
un anneau A qui est une Z-algèbre de type fini. Une façon de procéder est d'utiliser 
la prop. 12.1.11 c'est-à-dire de considérer X comme une sous-variété invariante par un 
système dynamique d'un espace projectif et de définir A comme l'anneau engendré 

par les coefficients, d'une part des polynômes (/o /at) qui définissent ce système 

dynamique et d'autre part d'un système d'équations des variétés X et Y. Il convient 
d'adjoindre à cet anneau l'inverse du résultant des polynômes homogènes fo,...,f]\j, 
pour que ces polynômes définissent bien un endomorphisme de l'espace projectif 
sur A. On peut supposer que Y est la trace d'une section hyperplane de P^, quitte à 
agrandir Y de sorte qu'il est défini par une forme linéaire, et à ajoindre à A l'inverse 
d'un coefficient non nul de cette forme. 



Comme nous l'avons rappelé au début de ce cha pitre, le s différ ents degrés dynamiques d'un système 
dynamique polarisé sont dominés par le dernier, cf. Serre 1960h . 



§2.2. QUELQUES CONJECTURES 



51 



On obtient de la sorte un système dynamique polarisé (X, f) sur A ainsi qu'une sec- 
tion hyperplane Y de X. 

Soit m un idéal maximal de A et soit k son corps résiduel. D'après le théorème des 
zéros de Hilbert, k est un corps fini. Notons Xy^, f^, les objets sur le corps k dé- 
duits de X, f et Y par réduction modulo m. Si x est un point de X^Çk), défini sur le 
corps fini k(x), tous les itérés de x sont aussi définis sur k(x). Par conséquent, l'or- 
bite de X est finie et x est prépériodique. Il existe en particulier des points prépério- 
diques de Xk0( ) qui n'appart i ennen t pas à Y^. (C'est ici qu'intervient éventuellement 
le théorème de HrushovskiI ( 2004 1 : il affirme que cet ensemble contient des points 



périodiques pourvu que le cardinal de k soit choisi assez grand.) Soit x un tel point ; 
supposons /"(x) = f^^P{x) pour p> n^O,et soit Z le sous-schéma de X défini par la 
coïncidence de /" et f"+P. 

Nous allons démontrer que chaque composante irréductible de Z se surjecte 
sur SpecA. (Intuitivement, cela signifie que les ensembles de coïncidence se com- 
portent suffisamment bien dans la « famille de systèmes dynamiques » paramétrée 
par SpecA.) Admettons pour l'instant ce fait. Il existe alors un point ^ dans Z dont 
l'image est le point générique de Spec A et dont x est une spécialisation. Un tel point 
n'appartient pas à Y et définit un point prépériodique de X, voire périodique si l'on 
peut prendre n = 0, d'où la proposition. 

Pour démontrer le résultat admis, commençons par observer que Z est fini 
sur Spec A En effet, sur Z, les fibrés en droites (/"+P) * ^(1) et (/")*^(1) sont 
isomorphes, donc Ô'{d"'^P) - <ff{d"), ce qui entraîne que le fibré en droites Ô'id^id^ - 
\))\z est trivial. Comme il est relativement très ample sur A, Z est affine sur A, c'est 
donc un schéma fini sur Spec A. Mais Z, égal à l'intersection de la diagonale de X x^X 
et de l'image de X par le couple (/", f"^^), est l'intersection de deux sous-schémas de 
dimension dimX + dimA dans un schéma de dimension 2dimX + dimA. Par consé- 
quent, ses composant es irréd uctibles sont de dimension au moins dimA (appliquer le 



théorème 3, p. 110, de lSERRH (1200 0) après avoir plongé le tout dans un schéma régulier 
sur A). Comme le morphisme Z Spec A est fini, elles sont de dimension exactement 
dimA. D'après le théorème de constructibilité de Chevalley, l'image d'une telle 
composante irréductible domine Spec A; par propreté des morphismes finis, l'image 
d'une telle composante irréductible est fermée dans Spec A, donc égale à Spec A. □ 

Plus généralement, soit Y une sous-variété de X qui est prépériodique, c'est-à-dire 
telle que la suite de sous-variétés (/"(F)) n'ait qu'un nombre fini de termes distincts. 
Soit netp des entiers, avec p>0, tels que /"(F) = f^^^iY). Alors la sous-variété Y„ = 
/"(F) est invariante par fP, et {Yn,f^,^\Yn) est un système dynamique polarisé, de 
poids d^. L'ensemble des points périodiques de / contenus dans Y^ est donc dense 
dans Yn pour la topologie de Zariski. Comme f" : Y ^ Yn est fini et surjectif, l'en- 
semble des points périodiques de / contenus dans Y est aussi dense dans Y pour la 
topologie de Zariski. 

Il était tentant de faire la conjecture inverse, d'autant plus que de nombreux résul- 
tats non-triviaux concernant les variétés abéliennes et les tores la rendaient plausible. 
Compte-tenu de contre-exemples récents, nous l'énonçons sous forme interrogative. 
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Conjecture 2.2.2. — Soit (X,/,=5f) un système dynamique polarisé sur un corps al- 
gébriquement clos de caractéristique zéro. Soit Y une sous-variété irréductible de X et 
soit Yq l'adhérence, pour la topologie de Zariski, de l'ensemble des points prépériodiques 
de X qui appartiennent à Y. Est-il vrai que les composantes irréductibles de Yq sont des 
sous-variétés prépériodiques ? 

En d'autres termes, si Y n'est pas elle-même prépériodique, est-il vrai que ses points 
prépériodiques sont contenus dans une réunion finie de sous-variétés strictes de Y. 

Remarquons aussi qu'il s'agit d'une conjecture géométrique. Toutefois, des argu- 
ments de spécialisation standard permettent de supposer que ce système dynamique 
est défini sur un corps de nombres. 

L'ensemble des cas connus est mince, essentiellement les systèmes toriques et abé- 
liens, mais à chaque fois la démonstration des théorèmes fut spectaculaire. Nous al- 
lons décrire ces exem ples importants ci-dessous , puis nous expliquerons les contre- 
exemples proposés par lCHiocA & TuckerI 1I2009I1 . 



2.2.3. Systèmes dynamiques abéliens. — Le cas où X est un système dynamique abé- 
lien, / étant l'endomorphisme de multiplication par un entier ^ 2, a été conjecturé 
par Manin et Mumford, semble-t-il mo tivés par l' e x-conje cture de Mordell. Elle a 



été démontrée pour la première fois par IRaynaudI il983dJa] (démonstration de na 



ture arithmétique, /9-adique). Dans ce cas, les variétés prépériodiques sont plutôt ap- 
pelées « sous-variétés de torsion» : il s'agit en effet des translatées des so us-variétés 
abéliennes de X par un point de torsion, cf. par exemple HindryI 1 1988 1). lemme 10 



(et, dans un cas v oisin, le lemme |2".2.5I ci-dessousl. Citons aussi la solution donnée 
par lHlNORvI lll988l) . suivant une stratégie de S. Lang, stratégie qui requiert des énon- 



cés arithmétiques difficil es sur l' i mage des représentations galoisiennes associée à la 
variété abélienne X, dus à lSERREl ilSQÛ et qu'il avait exposés dans un cours au Collège 



de France. (Essentiellement, si X est définie sur un corps de nombres K, il faut savoir 
que l'a ction du group e de Galois GaliQ/K) sur les points de n-torsion de X est assez 



grosse : IHindryI (119881) utilise par exemple qu'il existe c> de sorte que lorsque n tend 
vers l'infini, un point d'ordre n a au moins n'^ conjugués distincts. Voi r aussi la démons 



tration de la proposition l2.2.61 1 Les démonstrations plus récentes delPiNK & Roessle"r 



1 2002II2004I] utilisent aussi cet ingrédient, mais pas celle de Roessler (2005J. Ces trois 
derniers articles ont été inspirés par la démonstration de IhrushovskiI j200ll) dans le 
cas des corps de fonctions ; la théorie des modèles y était un outil important. 

2.2.4. Systèmes dynamiques toriques. — Le cas des systèmes dynamiques toriques est 
assez similaire (certaines des références ci-dessus traitent d'ailleurs simultanément les 
deux cas) . Commençons par énumérer les sous-variétés invariantes dans le cas oii X = 
et /([xo : • • • : x^]) - [Xg : • • • : xf]. Le cas général s'y ramène via la géométrie des 
variétés toriques. Rappelons que le tore agit sur X par {ui, . . . , u^) ■ [xq : ■ ■ ■ : xj^] = 
[xo:uiXi:---:UkXt]. 

Lemme 2.2.5. — SoitV une sous-variété irréductible de , rencontrante^, tellequ'il 
existe un point a e G^ telle que fiV) <^ a-V. Alors V est un translaté d'un sous-tore 
de G^, par un point de torsion dans le cas particulier oiia-l. 
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Démonstration, d'après \PlNK & RoesslerI i2002) . — Soit G le stabilisateur de V ; c'est 
le sous-groupe de formé des m = (wi, . . . , Wjt) e tels que u-xeV pour tout xeV. 

Supposons d'abord que G = {1}. Alors, les sous-variétés u-V, où u parcourt les 
points de G^ tels que u'^ = a"\ sont disjointes et contenues dans f~^iV). Comme le 
degré de / est d'^, ces sous-variétés décrivent exactement les composantes irréduc- 
tibles de f~^{V). Le cycle f*{V) est somme des cycles u-V; si deg désigne le degré 
d'une sous-variété de l'espace projectif, on a alors deg(/"^(y)) = d'^degiV). D'autre 
part, comme /: est de poids d, le degré du cycle /* iV) est égal à d'^™^ deg(D). 

On a donc dim V = ketV = P*^. Comme le stabilisateur de V est trivial, k = etV = {1} 
est un point de torsion. 

Dans le cas général, G^/ G est un tore G^. Par construction, l'image de {V n G^) / G 
dans ce tore G^ a un stabilisateur trivial et est stable par l'élévation à la puissance d. 
Son adhérence V dans P^ vérifie les hypothèses du lemme. Par suite, V/G est un point, 
et V est un translaté de G, c'est-à-dire V = 13-G. 

Alors, /(y) = P'^-G = ap-G. Sia = l, e G. Par « complète réductibilité des tores», 
on peut alors écrire G^ = G G', oii G' est un sous-tore ; écrivons 13 = jj' avec y g G et 
y' g g'. On slV- y' g et l'égalité ^ô"^"^ = entraîne que y' est un point de 

torsion. □ 



Comme on l'a mentionné dans le cas des systèmes dynamiques abéliens, une des 
approches possibles utilise des renseignements de nature galoisienne. Ceux-ci sont 
notablement pour les tores, car ils réduisent essentiellement à l'irréductibilité des po- 
lynômes cyclotomiques. Pour en donner une idée, nous exposons maintenant la dé- 
monstration, due à I h ARA, Serre et Taxe, du cas d'une courbe dans P^. Notr e exposi- 
tion reprend celle de lLANcI (Il983|] . p. 160, ainsi que la présentation d lHlNDRYl (fÏ988il . 



Proposition 2.2.6. — Soit V une courbe irréductible du plan projectif complexe qui 
contient une infinité de points de torsion de G^. Alors V est l'adhérence dans P^ d'un 
translaté d'un sous-tore de G^ par un point de torsion de G^. 

De manière plus explicite, F nG^ possède alors une équation de la forme X'' 7^ = u, 
où (a, b) est un couple d'entiers relatifs premiers entre eux et u est une racine de l'unité. 

Démonstration. — Si F a une équation F = dans P^ et a est un automorphisme de G, 
on note V" la courbe de P^ d'équation F*^ = obtenue en appliquant a aux coefficients 
de F. Si X = [xq : xi : X2] g V, le point a{x) = [cr(xo) : cr(xi) : cr(x2)] appartient à V" . 

Soit Kl le sous-corps de C engendré par les racines de l'unité ; montrons que V est 
définie sur Ki. Soit F g C[Xo, Xi, X2] une équation homogène de V dont un des coeffi- 
cients est égal à 1 ; montrons que tous les autres coefficients de F appartiennent à Ki. 

Soit a un automorphisme de C qui fixe Ki. Pour tout point de torsion m = [1 : Wi : 
U2] appartenant à V, a{u) - [1 : a{ui) : aiuz)] appartient à ; comme aiu) = u, 
ueV^ nV. Par hypothèse, V et ont une infinité de points d'intersection. D'après 
le théorème de Bézout, = V. Les formes F et F*^ sont alors proportionnelles, donc 
égales car un des coefficients de F est égal à L Par suite, F e Ki [Xq, Xi, Xz]. 
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Il existe donc une racine de l'unité a tel que les coefficients de F appartiennent 
àQ(a) ; posons K = Q{a) etm= [Q(a) : Q]. Pour la fin de la démonstration, nous allons 
supposer par l'absurde que V n'est pas un translaté d'un sous-tore et majorer l'ordre 
d'un point de torsion appartenant à V. 

Soit u un point de torsion de V et soit n son ordre. Soit ^ une racine de l'unité 
d'ordre n; comme [QiO '■ Q] = (fin), ^ possède au moins (p{n)lm conjugués sur K, 
donc u possède au moins q){n)lm conjugués sur K qui sont autant de points de tor- 
sion d'ordre n situés sur V. 

D'après le théorème des nombres premiers, il existe un nombre réel ci > (indé- 
pendant de n) et un nombre premier p ne divisant pas n tel que p ^ Cilogn. Soit p 
un tel nombre premier. Il existe un automorphisme Ci de C tel que cri(^) = ; alors 
cr = cr™ est un automorphisme de C tel que cr(0 = ^ et cr(u) = w^, oùd- p™. Par suite, 
o-GAut(C/ii:). 

Notons Vd l'image réciproque de V par l'élévation des coordonnées à la puissance d ; 
on a u e : si F G K[Xq,Xi,X2] est une forme qui définit V el u = [\ : Ui : U2], 

F[u'^) = F(l, uf, uj) = F[\,a[u{),a[U2)) = F'^(1,(t(mi), (7(1/2)) = (t(F(m)) = 0, 

donc ueVanV. Cela vaut aussi des ip{n)lm conjugués qu'on en avait déduit. Comme 
V est supposé ne pas être une sous-variété de torsion, V n'est pas une composante 
irréductible de Vd- D'après le théorème de Bézout, on a donc 

— ^card(ydny) ^ {degVdMegV) ^ {degVf . 
m 

Par suite, 

(p{n) ^ md^idegVf ^ mCi(degy)^(logn)^'" = czilognf"". 

Comme (p{n) » n^'^ lorsque n tend vers l'infini, cette inégalité implique que l'ordre 
d'un point de torsion situé sur V est borné. Il n'y a donc qu'un nombre fini de tels 
points de torsion. □ 

2.2.7. Contre-exemples. — Comme je l'ai dit plus haut, la conjecture 12.2.21 n'est pa s 
vraie en toute généralité. En voici un contre-exemple, dû à Ghioca & TuckerI 1 20091) . 
Prenons pour X le carré Ex E d'une courbe elliptique F possédant de la multiplication 
complexe. Pour fixer les idées, supposons que F soit la courbe d'invariant 1728, décrite 
analytiquement comme le quotient C/Z[i], ou par l'équation = - x. L'intérêt de 
cette courbe est de disposer de plus d'endomorphismes que les simples multiplica- 
tions par un entier; précisément, l'anneau de ses endomorphismes est l'anneau Z[i] 
des entiers de GauB. (La « multiplication par i » est donnée par (x,y) ■-^ (-x, iy).) Si 
a G Z[i] n'est pas nul, l'endomorphisme [a] de F est fini et son degré est égal à \a\^ 
(la norme de a). En outre, si =5f = û{,0) est le fibré ample sur F correspondant au di- 
viseur 0, [a]*^ est isomorphe à ^l*^' . (Lorsque \a\^ est pair, il faut éventuellement 
remplacer ^ par son carré ; nous négligeons ce point.) 

Pour tout couple iai.uz) d'entiers de GauB, non nuls, un endomorphisme de la sur- 
face X est l'application / = ([ai], [uz]) qui agit comme la multiplication par ai sur la 
première composante, et par az sur la seconde. Munissons X du fibré en droites ample 
^= ^x(OxF + FxO).Ona/*if = ^xdal^O x F+ lal^F x 0). Pour que (X,/,^) soit 
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un système dynamique polarisé, il suffit donc que \a\\ = \a\\. Prenons par exemple 
ai = 3 + 4/ et a2 = 5 ; on a en effet 3^ + 4^ = 5^. 
Avec ces choix, on a le contre-exemple suivant à la conjecture l2.2.2l : 

Proposition 2.2.8. — La diagonale de X contient une infinité de points prépério- 
diques pour le système dynamique polarisé {X,f,^), mais n'est pas elle-même une 
sous-variété prépériodique. 

Démonstration. — Les systèmes dynamiques {E, [a]) sont très semblables et leurs 
points prépériodiques sont les mêmes : les points de torsion de E. En particulier, la 
diagonale Y X = E x E, qui contient une infinité de points torsion de la surface 
abélienne X, contient une infinité de points prépériodiques pour (X, /). Puisque cette 
diagonale est de dimension 1, les points prépériodiques y sont alors denses pour la 
topologie de Zariski. 

Si la conjecture 12.2.21 est vraie, cette diagonale Y doit être une sous-variété pré- 
périodique. Démontrons que ce n'est pas le cas. Pour tout entier p ^ 1, fP{Y) = 
([a^], n'est égal à Y que si - a^. En effet, la différentielle de [ai] en l'ori- 

gine est la multiplication par ai dans l'espace tangent TqE, donc l'espace tangent 
à f^{Y) est la droite de vecteur directeur {a^,a2) dans TqX = TqE x TqE ^ C^. Plus 
généralement, sinet p sont des entiers ^ 1, l'égalité f^'^^iY) - f"{Y) impose que les 
vecteurs (a"^'', a2 ^'') et (a", a") soient colinéaires, ce qui n'arrive que si (ai I az)^ = \. 

L'affirmation résulte ainsi de ce que le nombre complexe ail a2 = (3 + 4/) /5 n'est pas 
une racine de l'unité. (Dans Z[i], les racines de l'unité sont ±1 et ± / ; on peut aussi 
utiliser le fait que le polynôme minimal de ail az, égal à bX^ - 6X + 5, n'est pas unitaire, 
donc ai / az n'est même pas un entier algébrique.) □ 

On pe ut bien sûr co nstruire d'autres exemples dans la même veine, voir par 
exemple I pazuki ('2009') pour des produits de surfaces abéliennes. Ces exemples 



peuvent paraître artificiels : ce ne sont, après tout, que des systèmes dynamiques 
produits. Ils n'en obligent pas moins à imaginer une nouvelle formulation de la 
conjecture l2.2.2[ d'autant plus qu'ils infirment aussitôt les conjectures l2.2.13l et 12.2.141 
qui vont suivre, puisqu'elles renforcent la conjecture l2.2.2i 

L'idée qui semble prévaloir est que la source de contre-exemples dénichée par 
Ghioca et TuCKER est effectivement la seule obstruction. Dans un travail en cours, 
Ghioca, Tucker et Zhang vérifient que c'est le cas pour les endomorphismes 
de X qui sont de la forme (/i,/2) ; s'ils violent la conjecture 12.2.21 ce sont des 
endomorphismes de Lattès, quotients d'un exemple comme celui que nous avons 
expliqué. 

B. Minoration de la hauteur d'un point qui n'est pas prépériodique 

Les points prépériodiques sont de hauteur nulle, et inversement. Mais que peut va- 
loir la hauteur d'un point qui n'est pas prépériodique ? D'après le théorème de finitude 
de Northcott, elle est strictement positive, et peut être arbitrairement grande. Elle peut 
aussi être arbitrairement petite. Soit x g X(Q) un point qui n'est pas prépériodique; 
définissons une suite de points (x„) en posant xq = x et où, pour tout n, x„+i e X(Q) 
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est un antécédent de x„ par /. Cette suite est bien définie car l'endomorphisme / est 
fini et surjectif. Pour tout n, on a h^{f{Xn)) = dh ^(x„), d'où 

hj^ixn) = -^h^ix). 

Cependant, en même temps que la hauteur de x„ décroît, le corps sur lequel ce point 
est défini est susceptible de croître. En effet, comme / est de degré d'^™'^, il faut, pour 
déterminer x„+i, résoudre une équation de degré d'*™^. Cette équation n'est peut- 
être pas irréductible, autrement dit le degré de l'extension [KiXn+i) : K{Xn)] n'est pas 
forcément égal à d'*™^. C'est par exemple le cas si X est un produit X'xX",f- (/', /") 
et ^ = ^'M^", et que la première coordonnée x' du point x est un point fixe de /'. 
On peut alors choisir x„ de la forme (Xq, x'^) et le degré de l'extension [KiXn+i) : KiXn)] 
est au plus égal à d'^™"^". 

On espère néanmoins qu'il est toujours au moins égal à d, du moins en moyenne. 

Conjecture 2.2.9. — Existe-t-il un nombre réelo tel que pour tout point x e X(Q) 
qui n'est pas prépériodique, 

c 

hyix) ^ . 

[K{x):K] 

La première apparition de c ette conjecture concerne la hauteur naturelle sur sous 
la forme d'un problème dans ILehmerI 119331) : Pour e > 0, trouver un polynôme uni- 
taire P à coefficients entiers dont la mesure de Mahler vérifie 1 < exp(deg(P)M(P)) < 
1 + £ ; il ajoute : « Whether or not the problem has a solution for e < 0,176, we do not 
k now. » Et nous ne savo ns toujours pas ! Le meilleur résultat connu dans ce cas est dû 



DOBROWOLSKil (119791) ; citons-en une version un peu affaiblie : 



Proposition 2.2.10. — Pour toute > 0, ilexiste un nombreréelo telque pour tout 
nombre algébrique ^ qui n'est ni nul ni une racine de l'unité, on ait 

c 



[Q(0 : Q] 



Dans le cas de l'espace projectif P et de l'endomorphisme /: [xp : • • • : x^] 



jx^ 



xjA, p our lequel la hauteur natur elle est une hauteur c anonique, Amoros o & David 



2003!) ont étendu les méthodes de lDoBROWOLSKil J 19791) . Par ailleurs, David & Hindry 



12000) ont traité le cas des variét és abéliennes à multiplication complexe, généralisant 
un théorème de lLAURENTl (119831) qui concernait les courbes elliptiques à multiplication 
complexe. Ces résultats impliquent immédiatement des théorèmes analogues pour 
leurs quotient s, comrne les e ndomorphismes de Lattès ou de Tchébychev de P^ 

Tant DOBRO WOLSKI (I1979I) que les extensions qui s'en inspirent utilisent de manière 
cruciale que pour beaucoup de nombres premiers p, on peut trouver un endomor- 
phisme du système dynamique qui est « congru modulo » à l'application polynomiale 
donnée par l'élévation des coordonnées à la puissance p (ou à un de ses itérés). Dans le 
cas du problème de Lehmer classique, cet endomorphisme n'est autre que l'applica- 



tion [xq : Xi] 
de Fermât. 



xH, cette congruence apparaissant par le biais du petit théorème 
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En revanche, cette méthode ne peut pas s'étendre à un système dynamique géné- 
ral, même sur En effet, si / et g sont deux fractions rationnelles de degrés ^ 2 qui 
commutent, et telles qu'aucun itéré de / n'est égal à aucun itéré de g, alors (P^,/) est 
un endomorphisme déjà traité, c'est-à-dire l'élévation à la puissance d, un endomor- 
phisme de Tchébychev, ou un endomorphi sme de Latt ès. C'est, à la suite de premiers 
travaux de F atou et Julia, le théorème de lRiTii il923l) et lERËMENKol lll989l) . cf. le §7 
des notes de lMiLNORi 120061] . 

Dans le cas d'un systè me dynamique abélien général, défini sur un corps de 
nombres .K'. ImasserI Il984|] a démontré une inégalité plus faible, du type : si x e X(Q) 
n'est pas prépériodique, 

c 

h 9*(x) ^ , 

[K{x):QV 

011 c et Jc sont des constantes explicites. De telles estimations, pourtant bien plus faibles 
que celle prédite par la conjecture 12.2.91 ne semblent pas connues pour un système 
dynamique polarisé arbitraire, même en dimension 1. 

C. Dénombrement des points prépériodiques 

Supposons encore que le système dynamique (X, /, ^) soit défini sur un corps de 
nombres K. Les points prépériodiques de X qui sont définis sur K sont en nombre fini, 
d'après le cor. 12.1.91 Est-il possible de contrôler effectivement ce nombre de points ? 
Précisément : 

Conjecture 2.2.11. — Est-il possible de borner le nombre de points K -rationnels 
de X qui sont prépériodiques en termes uniquement de [K : Q], de dimX, de d et 
decii^f^^? 



D'après le théorème de plongement de Fakhruddin fprop. lZTTTI i. il suffit en fait de 
démontrer le c as où X est un espace projecti f et =5f = (^(1). C'est d'ailleurs dans ce cas 
particulier que lMoRTON & SilvermanI (Il994|] avaient énoncé cette conjecture. 

Commençons par donner quelques cas particuliers qui l'ont motivée. 

2.2.12. Systèmes dynamiques abéliens. — Le cas des systèmes dynamiques toriques 
étant un exercice facile (exercice 12.4.71 . supposons que X est une variété abélienne 
principalement polarisée et / la multiplication par 2 dans X. Les points prépériodiques 
pour f sont alors les points de torsion de X, c'est-à-dire ceux dont un multiple non nul 
est nul. En effet, x e X(Q) est prépériodique, c'est-à-dire si /"(x) = f"^^{x), avec n ^ 
et p > 0, on a 2"x = l'^^P x, d'où 2"(2P - 1)x = et x est de torsion. Inversement, si x est 
annulé par un entier N >0, écrivons N = 2"m, où m est impair. Alors, 2 est inversible 
dans l'anneau fini Z/mZ, et il existe un entier p > tel que 2^ = 1 (mod m). Alors, 
2"+Px = 2"x et X est prépériodique. 

Dire que X est principalement polarisée par .âf signifie exactement que Ci(=5f )'^™^ = 
(dimX)!. Si de plus =5f est symétrique, ce qu'on peut supposer, alors /*=5f - donc 
{X,f,^) est de poids 4. La conjecture revient donc à savoir si le nombre de points de 
torsion de X qui sont ^T- rationnels peut être majoré par une constante qui ne dépende 
que de k et du degré [i^T : Q] . 
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La question est déjà remarquablement difficile ! Lorsq ue A; = 1, c'est-à-dire pour les 
courbes elliptiques, elle a été résolue par iMAZURi 119771) l orsque i<r = Q et en général, 
après quelques résultats intermédiaires, par MEREi ilddëù ; pour k^2, elle est encore 
ouverte. 



De manière analogue aux ré sultats partiels de IFlexor & OesterlëI il990|] en di- 
rection du théorème de LMEREl] i l 996). il y a des ré s ultats partiels, citon s nota mment 
MoRTON & SilvermÂnI |[l994); C all & GoldstineI lll997l) : IbenedettÔI lHÔÔâ, où la 
constante c obtenue dépend du corps K, et non seulement de son degré [i<r : Q] . Leur 
démonstration fait intervenir des rudiments de dynamique p-adique. 

D. Discrétion des points d'une sous-variété qui ne sont pas prépériodiques 

La conjecture suivante fait intervenir la hauteur normalisée. On suppose donc que 
le système dynamique polarisé (X, /, ^) est défini sur un corps de nombres. 

Si Y est une sous-variété prépériodique de X, on a vu que Y contient des points 
prépériodiques, et même qu'ils sont denses pour la topologie de Zariski. La hauteur 
normalisée prend donc la valeur sur Y{Q). Même si l'on exclut les points prépério- 
diques, elle prend des valeurs arbitrairement petites car on peut toujours considérer la 
pré-orbite d'un point, q ui est formée de poi nts de hauteurs tendant vers 0. Une ques- 
tion naturelle, posée par' BOGOMOLOV 1 1980l) lorsque X est la jacobienne d'une courbe 
de genre au moins 2 et Y cette courbe, plongée de façon standard, consiste à se de- 
mander si ce phénomène est la seule raison pour laquelle la hauteur normalisée peut 
prendre des valeurs arbitrairement petites sur Y. 

Conjecture 2.2.13. — SoitY une sous-variété de X. L'ensemble des sous-variétés pré- 
périodiques de iX,f) contenues dans Y n'a qu'un nombre fini d'éléments maximaux; 
notons Y* leur complémentaire dans Y . De plus, inf_ h^{x) > 0. 

xeF*(Q) 



Cette conjecture renforce la conjecture 12.2.21 : les contre- exemples à cette dernière 
entraînent qu'elle n'est pas vraie en général. Il est à espérer que l'on parviendra à la re- 
formuler convenablement. Remarquablement, les cas particuliers dans lesquels l'une 
ou l'autre des conjectures l2.2.2l et l2.2.13l sont prouvées s ont préc i sémen t les mêmes. 

Le cas des variétés toriques fut démontré d'abord par lZHANcI il995fl'] par des tech- 
niques de géométrie d'Arakel ov com binées au résultat d'iHARA, Serre et Tate expliqué 
plus haut. Il fut reprouvé par BiLuI ([Ï997) comme corollaire d'un théorème d'équidis- 

tribution. Nous expliquerons sa démonstration au ^3.4l du ch apitre |3} 

Le ca s d'un système dynamique abélie n est un théorème delZHANq (119981) . après que 



UllmoI (Il998i) eut traité la conjecture de lBOGOMOLOvl lll980l) . c'est-à-dire le cas où Y 
est une courbe algébrique plongée naturellement dans sa jacobienne X. La preuve uti- 
lise un théorème d'équidistribution tel que le théorème l2.3.1l ai nsi qu'un joli argu ment 
de théorie de la mesure, voir le paragraphe l2.3| {Âl Un peu avant, |Philippon| 119951) avait 
traité le cas d'une sous-variété d'un produit de courbes elliptiques. 

La conjecture 12.2.131 est aussi vraie pour les produits de tels systèmes dyna- 
miques d' après LC hamb ert-LoirI COOd) f« variét é s sem i -abéliennes isotrivi a les »). 
Voir aussi Idavid & PhilipponI (Il998i Il999l boooi I2OO2I) : Iamoroso & DavidI boosi 
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20o4 Izooé l pour une nouvelle démonstration des cas précédents, ainsi que celui 



des variétés semi-abéliennes générales qui ne rentre pas tout à fait dans le contexte 
des systèmes dynamiques polarisés. Notons que ces derniers auteurs démontrent un 
énoncé effectif : pourvu que Y ne soit pas translaté d'une sous-variété semi-abélienne, 
ils fournissent une valeur explicite pour c, ne dépendant que de la géométrie de X 
et Y. 

Elle est au ssi valable pou r les quotients de tels systèmes dynamiques (Lattès et 
autres). Enfin. ImimarI 119971) a traité quelques cas de systèmes dynamiques à variables 
séparées dans x p\ c'est-à-dire de la forme (x,y) '-^ (/(x),g(y)), où / et g sont deux 
fractions rationnelles de même degré. 



E. Équîdîstrîbutîon vers la mesure canonique des suites de points dont la hauteur 
normalisée tend vers 

Soit K un corps de nombres sur lequel le système dynamique polarisé {X, f, =5f ) est 
défini. Tout point x g X(Q) définit une mesure de probabilité discrète sur X(C), no- 
tée ôx : c'est la moyenne des masses de Dirac aux [K{x) : K] conjugués de x. 

Conjecture 2.2.14. — SoitiXn) une suite de points de X{Q) vérifiant les deux hypo- 
thèses suivantes : 

(i) pour toute sous-variété prépériodique Y Ç X, il n'existe qu'un nombre fini d'en- 
tiers n tels que x„ e Y ; 

(ii) la suite {h ^(x„)) des hauteurs normalisées des x„ tend vers 0. 

Est-il vrai que la suite {ôx„) converge vers la mesure canonique fi ^ surX^C) ? 

Faisons quelques commentaires au travers de deux exemples. 

a) Supposons par exemple que X = et que /(x) - x^ ; alors les points prépério- 
diques sont 0, oo et les racines de l'unité, la hauteur normalisée h ^ n'est autre que la 
hauteur usuelle et la mesure canonique /i^ est la mesure d'intégration sur le cercle 
unité. La condition h ^(x„) est en particulier vérifiée si l'on prend pour x„ une 
racine de l'unité, toutes distinctes entre elles. Si x„ est d'ordre dn, c'est une racine du 
polynôme cyclotomique O^^ , dont on sait qu'il est irréductible de degré (pidn) (nombre 
d'entiers entre 1 et dn qui sont premiers à dn)- Les conjugués de x„ sont ainsi les autres 
racines primitives d^-ièmes de l'unité. Si par exemple dn est un nombre premier, les 
conjugués de x„ sont les exp(2iA;7r/d„), pour 1 ^ A; < d„ - 1. Lorsque d„ tend vers l'in- 
fini (toujours en étant un nombre premier) la mesure ôx„ correspond à des sommes 
de Riemann sur le cercle (à l'oubli négligeable près d'une masse de Dirac en 1 divisée 
par dn) et converge ainsi vers la mesure de Haar normalisée sur S^ 

Inversement, la conjecture 12.2. 141 appliquée à cet exemple indique que les racines 
de l'unité sont de grand degré, sorte de version quantitative du théorème affirmant 
l'irréductibilité des polynômes cyclotomiques. 

b) Prenant toujours des points périodiques sur X-P^,f étant alors arbitraire, cette 
conjecture est un analogue arithmétique d'un énoncé d'équidistribution classique en 



60 



CHAPITRE 2. SYSTÈMES DYNAMIQUES D'ORIGINE ARITHMÉTIQUE 



théorie des systèmes dynamiques dû à lBROLiNl (1 19651) et lLYUBlcï^ lll983l) . où l'on rem- 
place la mesure 5x,, par la moyenne des masses de Dirac aux points périodiques ré- 
pulsifs d'ordre dn tendant vers l'infini. Comme pour les racines de l'unité, la conjec- 
ture HXH] implique que ces points périodiques répulsifs se répartissent en relative- 
ment peu d'orbites galoisiennes, toutes proches de la mesure d'équilibre. 

c) En théorie des systèmes dynamiques, on peut aussi considérer, au lieu de 5x„, 
le nuage des itérés inverses /""(xq) d'un point initial Xq. De fait, si /(x„+i) = x„ pour 
tout n,omih ^(x„) - h^{xQ)ld", donc la condition (ii) de la conjecture 12.2. 14l est sa- 
tisfaite. Là encore, cette conjecture tend à affirmer que le nuage /~"(xo) se répartit en 
relativement peu d'orbites galoisiennes, toutes proches de la mesure d'équilibre. 

d) Incidemment, il ne semble pas facile de produire une suite (x,j) de points véri- 
fiant la condition h ^ (x„) sans combiner les deux approches précédentes — points 
périodiques et préimages itérées. 



Proposition 2.2.15. — La con]'ecture \2.2.im mplique la con]'ecture \2. 2.131 



Démonstration. — Soit Y une sous-variété irréductible de X qui n'est pas prépério- 
dique. 

Commençons par montrer qu'il n'existe dans Y qu'un nombre fini de sous-variétés 
prépériodiques maximales. Dans le cas contraire, on pourrait en effet construire une 
suite {Yn) de sous-variétés irréductibles prépériodiques de X contenues dans Y, telle 
que pour tout n, Yn ne soit pas contenue dans la réunion de Yi,...,Yn-i et telle que 
toute sous-variété prépériodique de {X, f) qui est contenue dans Y soit contenue dans 
l'une des Y,,. 

Alors y„ n (Yi u • • • u Yn-\) est un fermé de Zariski strict de Yn ; il existe donc un 
point y„ G Y„(Q) qui est prépériodique mais qui n'appartient pas à si m < n. On 
a h ^{yn) - 0. Supposant la conjecture l2.2.14l vérifiée. la suite de mesures discrète (5y„) 
converge vers la mesure canonique fi^ sur X(C). Mais comme y„ g F pour tout n, 
les supports des mesures (5y„) sont contenus dans la partie fermée F (C) de X(C). Par 
suite, le support de leur mesure limite est lui-aussi contenu dans F(C). La contradic- 
tion vient de ce que la mesure /i^ ne charge pas les sous-ensembles algébriques stricts 
(théorème 3.1 du texte de Guedj, voir aussi plus haut, paragraphe 12. 1 HD] i . 

Cela démontre que la réunion Yq des sous-variétés prépériodiques de {X, f] qui sont 
contenues dans Y est une partie fermée de Y. On slYq^ Y puisque Y n'est pas prépé- 
riodique. Supposons que h^{x) prenne des valeurs arbitrairement petites lorsque x g 
y(Q) mais x ^ Yq. Soit (y„) une suite de points de y(Q) n'appartenant pas à Yq telle que 
h ^{yn) 0. Comme précédemment, la contradiction apparaît en considérant la suite 
de mesures (5(y„)) supportées par Y{0 : cette suite converge en effet vers la mesure 
canonique fi ^, donc son support est contenu dans F(C) bien qu'il soit Zariski-dense 
dansX(C). □ 
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§2.3. Un théorème d'équidistribution et ses applications 

La géométrie d'Arakelov a fourni une voie d'attaque très efficace de la conjec- 
ture d'équidistribution (conjecture I2.2.14I I. Le point de dépar t en est le th é orèrn e 



d'équidistributio n ci-dessous, dû aux trav aux succes sifs de ISzpiro et al 



Chambert-LoirI i2000ll pour des démonstrations alternatives lorsque X = P^.) 



AutissierI izooû puis p our finir I Yuan! boosll . (Voir aussi Ib nul ligSTh^RUMELY 



1997 1. 



19991) : 



Théorème 2.3.1 (Yuan). — Soit{x„) une suite de points de XiQ) vérifiant les deux hy- 
pothèses suivantes : 

(i) pour toute sous-variété Y Ç X, il n'existe qu'un nombre fini d'entiers n tels que 
Xn^y ; 

(ii) la suite (h ^(x„)) des hauteurs normalisées des x„ tend vers 0. 
Alors, la suite {ôx„) converge vers la mesure canonique fi ^ surXiC). 



Par rapport à la conjecture 12.2.141 seule la première hypothèse est modifiée car le 
quantificateur porte maintenant sur toutes les sous-variétés de Y. On peut quand 
même remarquer que la conjecture 12.2. 131 et le théorème 12.3. 1 1 réunis impliquent de 
manière évidente la conjecture d'équidistribution l2.2.14[ En effet, si (x„) est une suite 
vérifiant les hypothèses de la conjecture l2.2.14l et Y une sous-variété de X qui n'est pas 
prépériodique, la conjecture 12.2. 131 interdit qu'une infinité de termes de la suite (x„) 
soit contenue dans Y. 

Tel quel, ce théorèm e n'a apparemm e nt aucune cons équence sur les conjectures de 
ce chapitre. Toutefois. IullmoI lll998l) et IzhangI lll998|] . par une très belle astuce qui 



consiste à appliquer ce théorème dans deux situations reliées et à comparer les ré- 
sultats obtenus, ont pu en déduire les conjectures 12.2.131 et 12.2.141 pour les systèmes 
dynamiques issus de variétés abéliennes. J'explique cela au paragraphe suivant. 

Je donne ensuite quelques indications sur la preuve du théorèm e 12.3. Il et conclus 
en dé crivant succinctem ent sa variante non - archimédienne, due à ^Chamber t-Loir 
1 20061) :[bÂker (2006); Bak er & RUMEL^ ll2006h : lFAVRE & Rivera-Let elier (2006). Pour 
ces deux derniers points, le lecteur n'y trouvera pas de démonstrations, au mieux une 
esquisse des idées qui jalonnent les preuves. 

En revanche, je détaille au chapitre |3] de ce texte la preuve, d'après Ibaker ( 20061) . 
du théorèn iel2.3.1llorsq ue X est la droite projective. J'y exposerai aussi la démonstra 



tion, due à lBlLuI (Il997|] . de la conjecture d'équidistribution l2.2. 141 pour les systèmes 



dynamiques toriques. 

A. Du théorème d'équidistribution à la conjecture de Bogomolov 

Présentons brièvement dans un cas simple comment Ullmo ( 19981) et ZHANG ( 19981) 
déduisent du théorème d'équidistribution 12.3. Il (ou plutôt sa version pour les sous- 
variétés de variétés abéliennes) une preuve de la conjecture l2.2. 131 dans le cas des va- 
riétés abéliennes. 

Soit X une variété abélienne sur un corps de nombres, et h une hauteur de Néron- 
Tate (voir p. SU sur X relativement à un fibré en droites ample et symétrique Sf, autre- 
ment dit une hauteur normalisée pour l'endomorphisme de multiplication par 2. Cette 
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hauteur est attachée à une métrique hermitienne sur =âf et la forme de courbure a» qui 
lui est associée est une forme de Kàhler. 

Soit Y une sous-variété de X qui n'est pas une translatée de sous-variété abélienne 
par un point de torsion. Il s'agit de prouver qu'il n'existe pas dans YiQ) de suite (y„) 
telle que ^(y„) tende vers et telle que l'ensemble {y„} soit dense dans Y pour la topo- 
logie de Zariski. 

Raisonnons par l'absurde en supposant l'existence d'une telle suite. Supposons 
aussi pour simplifier que Y -Y - X, c'est-à-dire que tout point de X soit la différence 
de deux points de Y ; notons d la dimension de F et A; celle de X. 

D'après le théorème d'équidistribution, la suite {ôyj a pour point adhérent la me- 
sure iù)\Y)'^/ deg(y), oùdeg(y) désigne le degré de F relativement à =5f. Quitte à consi- 
dérer une sous-suite de la suite (y„), on suppose que la suite {ôyj converge vers cette 
mesure. 

Par ailleurs, les points y„ - y^. pour m, n parcourant N décrivent un sous-ensemble 
de X(Q) qui est dense pour la topologie de Zariski. En outre, les propriétés élémen- 
taires de la hauteur de Néron-Tate entraînent que ^(y„ - y m) tend vers lorsque net m 
tendent tous deux vers l'infini. En outre, on peut extraire de la suite double (y„ - y^) n,m 
une suite (y„j. - y^^.) à laquelle le théorème d'équidistribution s'applique. Il en résulte 
que la suite (5y„_y„J a la mesure (cti)^/ deg(X) pour point adhérent. 

Si /: Y X Y ^ X désigne le morphisme de différence, (y, y') '-^ y - y', on en déduit 
que les mesures (cti^) et /* ((<y(y) \Y)'^ <Si (<y(y') | Y)^) sont proportionnelles. 

La contradiction provient de ce que la première mesure est une honnête mesure de 
Lebesgue sur X(C), tandis que la seconde a des singularités dues au défaut de lissité 
du morphisme /. Cette mesure est en effet définie par intégration de la mesure de Le- 
besgue (a>(y) I y)"^ i8> (a> (y') I Y)'^ dans les fibres du morphisme / ; or, ces fibres sont géné- 
riquement de dimension 2d - k, mais certaines sont de dimension strictement supé- 
rieure, c'est par exemple le cas de celle en l'origine o qui, égale à la diagonale AeY xY , 
est de dimension d > 2d - k. Lorsque r tend vers 0, le volume d'une petite boule de 
rayon r autour de o dans X(C) est de l'ordre de r^'^™'^; en revanche, le volume de 
son image réciproque par / est au moins égal à r^^'^°'^™^ (o))/^^ qù /i est la multiplicité 
générique de la fibre /~^(o), comme on le voit en évaluant la contribution d'un voi- 
sinage d'un point général de cette fibre. Puisque codim/"Ho) = dim Y - dim/"^ (o) < 
dimX, il vient a fortiori (codim/"^ (o))//i < dimX, et ces deux volumes ont des com- 
po rtements asympto tiques différents lorsque r tend vers 0. (Voir aussi le lemme 4.3 
de David & Philippon (1998) pour un énoncé dans ce sens.) 



UllmoI lll998l) et IZHANGl Il998l) rai s onne nt un peu différemment et utilisent d'autres 



morphismes. Dans le cas d iULLMol il998l) . Y est une courbe plongée dans sa jaco- 
bienne X ; si g est le genre de Y, il considère alors le g-ième produit symétrique de Y , 
c'est-à-dire le quotient de Y^ par l'action du groupe symétrique G g et le morphisme 
/: X déduit de la loi d'addition sur X. Ce morphisme est birationnel mais n'est 

pas un isomorphisme, puisque son application tangente est de rang 1 en tout point de 
la de la diagonale. 
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ZhangI ||1998^ se ramène d'abord au cas où le stabilisateur de Y est trivial dans X 
et considère alors le morphi s me f de F™ dans x^~^ défini par {y\,...,yni) ^ iïz - 
yi,...,ym- yi) gue lFALTiNCsl (1199 il) avait déjà considéré dans sa démonstration de la 
conjecture de Lang pour les sous-variétés de variétés abéliennes. Si m est un entier 
assez grand, ce morphisme est birationnel; ce n'est pas un isomorphisme puisque la 
diagonale de Y'" est envoyée sur l'origine de X"^~^. 

Notons /: Y' ^ X' \e morphisme ainsi défini. D'après le théorème d'équidistribu- 
tion appliqué deux fois, à la source et au but de /, à des suites bien choisies construites 
à partir de la suite initiale (y„), on en déduit l'égalité de deux mesures sur X'(C). Sur 
un ouvert dense de X'(C) au-dessus duquel / est un isomorphisme, ces mesures pro- 
viennent de formes différentielles. On en déduit une égalité de formes différentielles 
de degré maximal sur un ouvert dense de F'(C), donc partout. Cependant, l'une de 
ces formes ne s'annule pas, tandis que l'autre, image inverse d'une forme différentielle 
sur X par / s'annule là où le jacobien du morphisme non lisse / s'annule. 



Pour plus de détails, je renvoie aux articles originaux, ainsi qu'à l'exposé d iABBES 
|fÏ997) au Séminaire Bourbaki. 

Cette astuce de considére r un morphisme don t les fib res n'ont pas toutes la même 
dimension a été reprise par Idavid & PhilipponI (119981) qui ont donné une nouvelle 
démonstration de la coni ecturel2.2.13l po ur les variét és abéliennes (et, par la suite, dans 
plusieurs autres cas, voir lDAViD & P hil ipponI (I1999[ |2000. 2002. )). 

En revanche, jusqu'à présent, personne n'a réussi à en tirer parti hors des situations 
liées aux groupes algébriques, à plus forte raison pour un système dynamique polarisé 
général. 



B. Vers le théorème d'équidistribution 

Dans ce paragraphe, je voudrais donner quelques indications de la méthode de dé- 
monstration du théorème l2.3.1[ La théorie dans laquelle s'écrit cette preuve est la géo- 
métrie d'Arakelov, une théorie de l'intersection pour les variétés algébriques sur les 
anneaux d'entiers de corps de nombres, considérées comme analogues des variétés 
algébriques fibrées au- dessus d'une cou rb e projectiv e . Inve ntée dans le cas des sur- 
faces arithmétiques par lARAKELOvl (Il974l) et lpALTlNGs! (Il984l) . elle a été développée de 
manière s ystématique par H. Gill et et C. Soulé dans une s érie d'articles. Cito ns no- 
tamment jGÏLLiF&|sôuLijÏ99Ô^ la monographie |S0ULÉ_eia/J (1 19921) . ainsi 
que les notes de lFALXlNGsl d 19921) . 

De même que la formule du produit fprop. [L275] l fait intervenir les valeurs absolues 
archimédiennes, la géométrie d'Arakelov ajoute de manière systématique aux objets 
issus de la géométrie algébrique sur des anneaux d'entiers de corps de nombres des 
données de nature analytique. Par exemple, les fibrés en droites sont systématique- 
ment munis de métriq ues hermi t ienne s. 

Ainsi que l'a montré Faltings ( 199ll) . cette théorie fournit un cadre conceptuel effi- 
cace pour étudier la théorie des hauteurs relatives à un fibré en droites hermitien ^ : 
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de même que toute sous-variété d'une variété projective dispose d'un degré relative- 
ment à un fibré en droites, toute variété X dispose alors d'un e hauteur h--^{X). Ceci est 
développé en grand détail dans l'article de lBosx etal\ lll994l) . 

En outre, an ajoutant à ce formalisme de fibrés en droites hermitiens des objets 
constru its via u n processus limite dans l'esprit de celui qui définit les hauteurs cano- 
niques, ZhangI lfÏ995 fcl a montré que l'on peut y étudier la hauteur normalisée défi- 
nie par un système dynamique polarisé (X,/,=5f) et l'étendre en une notion de hau- 
teur normalisée pour les sous-variétés. Notant d le poids de ce système dynamique, 
l'équation h^{f{x)) = dh^ix) vérifiée par tout point x e X(Q) devient h_^if*iZ)) = 
dP'^^h^iZ), si Z est une sous-variété irréductible de X de dimension p. Dans cette 
formule, /* (Z) désigne l'image de Z au sens des cycles ; c'est un multiple de /(Z). Par 
exemple, on a = d^X, d'où l'on déduit que h j^{X) = 0. Plus généralement, les 
sous-variétés prépériodiques {Le., les sous-variétés Y telles qu'il existe des entiers n 
et m > tels que /"(F) = /"""""^(F)) sont de haut eur normalisée nul le. 

La question de la réciproque a été posée par IPhilipponI I1991Ii pour des variétés 
abéliennes. Il avait introduit dans cet article une notion de hauteur pour les sous- 
variétés et, dans le contexte des variétés abéliennes, démontré l'existence d'une hau- 
teur normalisée ; ses arguments sont cependant généraux. Étendue aux systèmes dy- 
namiques polarisés, la conjecture qu'il y p roposait est la su ivante, d'ailleurs équiva- 
lente à la conjecture l2.2.13l d'après lZHANa (Il995fc) (voir aussi ISzPiRQ (.1990,) !. 



Conjecture 2.3.2. — Soit (X, /,=5f) un système dynamique polarisé défini sur un 
corps de nombres. Si Y est une sous-variété de X telle que h^{Y) = 0, alors Y est 
prépériodique. 



Un des slogans de la géométrie d'Arakelov consiste à rechercher un analogue « arith- 
métique » à chaque théorème de géométrie algébrique. La recette peut sembler as- 
sez banale : écrire le théorème considéré dans le cas d'une fibration au-dessus d'une 
courbe projective et comprendre quels termes analytiques doivent être adjoints à la 
situation arithmétique analogue. Toutefois, la réalisation en est presque toujours très 
ardue ! 

En géométrie algébrique, le théorème de Hilbert-Samuel peut s'énoncer comme 
suit : soit M une sous-variété de dimension k et de degré D de l'espace projectif P^; 
lorsque n tend vers l'infini, le nombre maximum de polynômes homogènes de degré n 
linéairement indépendants sur M est équivalent à Dn^/kl. De manière équivalente, si 
M est une variété de dimension A; et =5f un fibré en droites ample sur M, la dimension 
de l'espace H°(M,if®") est équivalente à (ci(^)*'|M)n^/A:! lorsque n tend vers l'in- 
fini. Une façon (peu économique) de le démontrer consiste à déduire du théorème de 
RiEMANN-RocH (sous la forme due à Hirzebruch-Grothendieck) le résultat corres- 
pondant pour la caractéristique d'Euler 

X(M,^*") := yi-l)''h\M,^^") ~ — (ci(^)^|M) 
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puis à invoquer le théorème d'annulation de Serre selon lequel ^'(M,=5f ®") = pour 
ï > et n assez grand. 

L'analog ue en géométrie d ' Arakelov de ce théorème de Hilbert-Samuel a été dé- 
montré par GiLLET & SOULÉ 1 19881 1992 ) au moyen de leur « théorème de Riem ann- 
Roch arithmétique » et d'estimées analytiques dues à^ BiSMUi &Vasserot (1989'). (Voir 
aussi la démonstr ation, directe e t plus élémentaire, de lABBES & BoucheI (11995.1 . ainsi 
que l'extension de lZHANq Il995a] .l Selon ce théorème, un fibré en droites hermitien =5f 
« semi-positif» sur une variété arithmétique X possède, quitte à le remplacer par une 
de ses puissances, une section globale 5 de norme sup. contrôlée par la hauteur h-^{X) . 

On en déduit V inégalité fondamentale : si le fibré en droites hermitien ^ est « semi- 
positif», alors pour toute suite (x„) de points de X(Q) telle qu'aucune sous-variété 
stricte de X n'en contienne une sous-suite, on a l'inégalité 



limmîh-^{Xn) ^ 



h^iX) 



(1 + dimX) deg^(X) 



Sans donner la définition précisément, disons quelques mots de l'hypothèse « semi- 
positif». C'est un analogue en géométrie d'Arakelov d'un fibré en droites sur l'espace 
total d'une fibration au-dessus d'une courbe pour lequel toute courbe contenue dans 
une fibre aurait un degré positif ou nul. Dans cette analogie, la partie analytique qui 
concerne les métriques hermitiennes stipule que le courant de courbure de la mé- 
trique hermitienne est un courant positif. Signalons aussi qu'elle est vérifiée dans le 
cas qui nous concerne principalement dans ce texte, à savoir les hauteur normalisées 
associées à un système dynamique polarisé. 

Dans le ca s d'un système dynamique polarisé, c'est précisément au travers de cette 
inégalité que Zhang 1 1995 ^*) établit une relation entre les conjectures l2.2.13 let l2.3.21 En 
effet, appliquée, nonpasàX, mais à une sous-variété F, elle entraîneque si h^{Y) > 0, 
alors l'ensemble des points de F(Q) de hauteur normalisée assez petite n'est pas dense 
pour la topologie de Zariski. L'autre implication r ésulte de l'analo gue arithmétique du 
théorème de Nakai-Moishezon que démontre IzhangI lll995a) et qui implique une 
inégalité dans l'autre sens. 

Considérons l'inégalité fondamentale dans le cas d'u ri système dynamiq ue polarisé 
(X, /, =5f ) . Comme on l'a vu, le membre de droite est nul. Iszpiro etaÛ 1119971) déduisent 



alors de cette inégalité un principe variationnel. Si une suite pour laquelle on a 
égalité, ils écrivent l'inégalité analogue où le fibré ^ est remplacé par le fibré ^{eu) 
obtenu en multipliant la métrique hermitienne par exp(-eî/), où u est une fonction 
sur X(C) et e un petit paramètre. Si ^{eu) est encore « semi-positif», on trouve 



liminf(;i^^^^^(x„)) 



(l + dimX) deg^(X) 
Revenant à la définition des hauteurs, on en tire l'inégalité 



liminf(/z^^^^j+£5x„(i/))^ 



h^{X) 



(1 + dimX) deg^(X) 



+ 
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Puisque, par hypothèse, h-^{Xn) tend vers le premier terme du second membre, il vient 

\immï[eô x„{u)) ^ £/i^(m) + O(e^). 

Divisant cette relation par e et faisant tendre e vers 0, par valeurs supérieures ou infé- 
rieures, on obtient que ôx,,{u) tend vers fi-^{u), c'est-à-dire le théorème d'équidistri- 

bution (théorème EXD puisque h-^= h^. 

Dans l'argument précédent, nous avons supposé que les petites perturbations 
^{eu) sont effectivement justiciables de l'inégalité fondamentale. Cela couvre en 
pa rticulier le cas des systèmes dynamiques abéliens et constitue le résultat principal 
de ISzPiRO fl/.Nl997i) . En effet, dans ce cas, le courant de courbure Ci (=5f ) évoqué plus 
haut est en fait une forme hermitienne définie positive sur le fibré tangent de la variété 
abélienne complexe X(C), et toute modification assez petite de cette forme est encore 
définie positive. 

Le cas général est dû à 
kelov d'un critère delSid I 



Yuan ( 20081) qui démontre un analogue en géométrie d'Ara- 



1993 I) pour que la différence de deux fibrés en droites amples 



soit gros, et en particulier qu'une de ses puissances possède une section globale non 
nulle. De même. Yuan prouve que les fibrés en droites hermitiens requis pour mettre 
en œuvre le principe variationnel possèdent des sections globales de norme sup. 
contrôlée, et en déduit qu'on peut leur appliquer l'inégalité fondamentale. 



C. Analogues non archimédiens 

Le point de vue sur les hauteurs que nous avons décrit met toutes les valeurs ab- 
solues d'un corps de nombres sur le même plan, qu'elles soient archimédiennes ou 
non. La question d'un analogue non archimédien des théorèmes d'équidistribution 
se pose alors naturellement : fixons un nombre premier p et, pour x e X(Q), considé- 
rons la mesure de probabilité ôx sur l'espace topologique X(Cp), toujours définie par 
les conjugués de x ; si (x„) est une suite de points de X(Q) vérifiant les hypothèses du 
théorème l2.3.11 que peut-on dire du comportement des suites de mesures ? 

Posé tel quel, le problème n'est en fait pas très intéressant. En effet, dans le cas le 
plus simple possible où l'on prend pour X la droite projective munie de l'application 
d'élévation au carré (qui redonne la hauteur naturelle), les suites de mesures de pro- 
babilité en question ne convergent pas dans l'espace des mesures de probabilité. Le 
point est que cet espace n'est pas compact pour la topologie de la convergence étroite, 
car le corps Cp n'est pas localement com pact. 

Les espaces analytiques introduits par BerkovichI 1 1990l) permettent de remédier à 
ce problème. Par exemple, la droite analytique A^^ sur Cp, complémentaire du point 

à l'infini de la droite projective P^ sur Cp, est l'ensemble des semi-normes multi- 
plicatives sur l'anneau Cp[r] qui étendent la valeur absolue /?-adique sur Cp, munie 
de la « topologie spectrale » la moins fine pour laquelle les applications naturelles, 
evp: V v(P) de A^ dans R, sont continues pour tout polynôme P e Cp[r]. Parmi 
ces semi-normes, on trouve bien sûr celles de la forme Vt'. P ^ \P{t)\p, où t est un 
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point de Cp, mais il en est bien d'autres, par exemple la norme de Gaufi || • |lr définie par 
||P||r = max(|flolp,---,l««lp), (P = ao + ai r + •• • + a„r"). 

Que cette norme soit multiplicative est une observation au fondement de toute géo- 
métrie analytique p-adique et découle du lemme de GauB selon lequel ||PQ|lr = 1 si P 
et Q so nt deux polynôme s de Cn [T] tels que ||P||r = IIQIIr = !•) 



Dans IChambert-LoirI 1120061] . je construis pour tout système dynamique polarisé 
(X,/,=5f) sur un corps p-adique une mesure canonique sur l'espace analytique 
associé à X au sens de Berkovich. Dans le cas du système dynamique torique 
sur P^, pour lequel /([x : y]) = [x^ : y^], cette mesure n'est autre que la mesure de 
Dirac supportée par le point F associé à la norme de GauB. Une adaptation du prin- 
cipe variationnel décrit au paragraphe précédent me permet alors de démontrer un 
théorème d'équidistribution p-adique des points d e petite hauteur lorsque X est de 



dimension 1 ; le cas général est dû à YuanI 12 00 8*) . Dans les deux cas, le théorème 



qui est démontré est un énoncé général d'équidistribution en géométrie d'Arakelov 
qui dépasse donc le strict cas des systèmes dynamiques polarisés. Par une méthode 
de théorie du potentiel inspirée de lBiLui jl997l] . Ifavre & Rivera-LetelierI i2Ô06l] et 



[Baker & RuMELY (2006) ont traité indépendamment le cas où X est la droite projective 
et IBAKER & Petsche (.200 5) celui où X est une courbe elliptique. 

Ces mesures en géométrie non-archimédienne peuvent aussi être définies lorsque 
le corps de base est un corps de fonctions d'une variable. L'analog ue du théorèmel2.3.T] 



est alors valable. En analysant précisément les mesures obtenues. IGublerI i2007) a dé 



montré quelques cas de l'analogue de la conjecture l2.2.13l sur un corps de fonctions. 

Indépendamment de ce courant de pensée de géométrie d'Arakelov, ces dernières 
années ont vu l'apparition d'une théorie ergodique sur un corps ultramétrique pour 
laquelle je renvoie aux notes des exposés de Yoccoz dans ce volume. 



§2.4. Exercices 

Exercice 2.4.1. — a) On définit une application rationnelle a de dans lui-même en 
associant à un point de coordonnées homogènes [x : y : z] le point de coordonnées 
homogènes [yz : zx : xy]. Cette application est définie dès qu'au moins deux des co- 
ordonnées X, y, z ne sont pas nulles, c'est-à-dire en dehors des trois points de P^ cor- 
respondant aux trois axes de coordonnées. Cette application est de degré 2 mais pour 
tout X G P^(Q) où a est définie, on a a o cr(x) = x — c'est une involution (« involution de 
Cremona »). En particulier, tout point deP^\E est prépériodique. 

b) Soit u- [£i: £2- £3] un automorphisme linéaire de P^ et posons t = oaou. 
C'est encore une involution rationnelle de P^, définie par des polynômes [Fi : F2 : F3] 
de degré 2. Si le groupe de Galois Gal(Q/Q), agissant sur les coefficients des formes 
linéaires £i, permute ces trois formes linéaires, alors les polynômes Fi définissant t 
sont à coefficients rationnels. 

c) Le lieu d'indétermination E' de t est l'image réciproque par u de E. Déterminer 
un automorphisme u de sorte que E' n P^(Q) soit vide. Alors, les polynômes Fi n'ont 
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pas de zéro commun dans P^(Q) sans pour autant que l'inégalité de la prop. ll.l.Sl du 
chapitre 1 soit valide. Pourquoi cela ne contredit-il pas cette proposition ? 



Exercice 2.4.2 iKAWAGUCHll il999l) l. — Soit f: X ^ X un endomorphisme d'une va- 
riété projective et soit un fibré en droites ample sur X. On suppose que f*^% 
est ample. Alors, il existe un nombre réel c > tel que pour tout point x g X(Q) 
qui est prépériodique pour /, h^{x) < c. Par conséquent, le théorème 12.1.91 s'étend 
à ce contexte (un peu) plus général. (Montrer qu'il existe un entier 1 (/*=5f i8> 
^~^)" i8> est ample. En déduire qu'il existe un nombre réel a tel que h ^(/(x)) ^ 
(1 + ■i)^^(x) - a pour tout x e X(Q).) 

Exercice 2.4.3 1 Lewis 1 1972 l)l. — Par linéarité, on étend la notion de hauteur aux 0- 
cycles (c'est-à-dire aux combinaisons linéaires formelles de points). Soit f et g des 
endomorphismes d'un espace projectif P" tels que deg(/) > deg(g). 

a) Montrer qu'il existe une unique hauteur h relative au fibré Ô'il) sur P" telle que 
hif*g*x) = degi f)h{x) pour tout x e P"(Q). (Dans cette f ormule, et g * désigne les 
applications déduites de / et g au niveau des 0-cycles, voir lPuLTONi 111998), chapitre 1.) 

b) Soit X une partie de P"(Q) stable par Gal(Q/i<r) telle que g\x est injective et g{X) c 
f{X). Montrer que les éléments de X sont de hauteur bornée. 

c) En déduire que pour tout corps de nombres K, il n'y a pas de partie infinie X c 
P"{K) tels que g\x soit injective et giX) c /(X). 



Exercice 2.4.4 iPooNENl il999l) ). — Soit f: X ^ X un endomorphisme d'une va- 
riété projective et soit =âf un fibré en droites ample sur X. Soit h une fonction hauteur 
pour^âf. On suppose qu'il existe des nombres réels a>l et tel que h{f{x)) ^ ah{x)-b 
pour tout XG X(Q). 

a) Montrer qu'il existe des nombres réels c> 1 et M > tels que l'on ait h{f{x)) ^ 
ch{x) pour tout X tel que h{x) ^ M. 

b) Pour tout point x g X(Q) qui n'est pas prépériodique, la suite (/i(/"(x))) tend vers 
l'infini. 

c) Pour X G X(Q), on note N{x) le plus petit entier n tel que h{f"{x)) ^ M, s'il en 
existe, ou +oo sinon. On dit qu'une suite (Xfc) de points de X(Q) est de petite hauteur si 
la suite (iV(Xfc)) tend vers l'infini. 

Supposons qu'il existe une hauteur normalisée h associée à /, c'est-à-dire une fonc- 
tion h sur X(Q) telle que h - h soit bornée et que h{f{x)) - Xh{x) pour tout x g X(Q). 
Montrer que A > 1. Montrer qu'une suite (Xfc) est de petite hauteur si et seulement si 
h{Xk) (d'où la terminologie !). 

Exercice 2.4.5. — Cet exercice propose quelques cas (plus ou moins) faciles du pro- 
blème de Lehmer. Soit ^ un nombre algébrique qui n'est ni nul ni une racine de l'unité ; 
soit P son polynôme minimal. On rappelle que la mesure de Mahler de P est égale à 
exp(;i(a[Q(0:Q])- 

a) Si ^ n'est pas un entier algébrique, de même que son inverse, alors M(P) ^ 2. 

b) Si est totalement réel, c'est-à-dire si toutes les racines de P sont réelles, alors 
M(P) ^ [^^f^ : IScHlNZElJ 1I1974/75L Démonstration de lHOHN & SkorhppÂI (Il 9931) : 
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pour X G R, observer l'inégalité 

max(l,|x|)^|x|i'2|^_l/^|i/2./5(i^)i/2_ 

Exercice 2.4.6. — a) Soit M un espace métrique complet et soit u, v deux applications 
continues contractantes de M dans M. Si u et commutent, leurs points fixes respec- 
tifs coïncident. 

b) Soit X une variété algébrique projective, soit f et g des endomorphismes de X, 
soit ^ un fibré en droites sur X etd, e des entiers ^ 2 tels que /*=5f - etg*^- 
Si / et g commutent, les hauteurs normalisées relatives à ^ associées à / et g 
coïncident. 

Cela s'applique notamment aux systèmes dynamiques toriques et abéliens. 

Exercice 2.4.7. — Soit iX,f,Sf) un système dynamique torique et soit G le tore sous- 
jacent. 

a) Soit K un corps de nombres ; soit n le cardinal du groupes des racines de l'unité 
contenues dans K. Montrer que (p{n) ^[K : Q]; en déduire que n est majoré par une 
constante ne dépendant que de [i<r : Q] . 

b) Soit X une variété torique projective lisse de dimension k, soit G le tore sous- 
jacent à X et soit / l'endomorphisme de X qui prolonge l'endomorphisme u ^ 
de G. Montrer que les composantes irréductibles du diviseur D = X\G sont stables 
par / et sont encore des systèmes dynamiques toriques. Majorer en terme de Ci(^)^ 
le nombre de ces composantes. 

c) Montrer que la restriction de la conjecture 12.2. 1 11 à la classe des systèmes dyna- 
miques toriques est vraie. 

Exercice 2.4.8. — Soit X une variété projective sur un corps K, munie de deux endo- 
morphismes / et g. On suppose que le système dynamique {X x X,f x f) vérifie la 
conjecture 12.2.21 On fait enfin l'hypothèse qu'il existe un ensemble Z de points de X, 
dense dans X pour la topologie de Zariski, tel que pour tout z e Z, z et g(z) soient 
prépériodiques pour /. 

a) En appliquant l'énoncé de la conjecture l2.2.2l au graphe Tg de g dans XxX, mon- 
trer qu'il existe des entiers a et b, avec a > 0, tels que f^gf^ - /""^^g. 

b) Soit d un entier au moins égal à 2 et soit a un élément non nul de K. Démontrer 

qu'un polynôme P g K[Xq, ■■■ , Xjc] qui vérifie une équation de la forme P{X^ X^) - 

aP{X)'^ n'a qu'un seul monôme. 

c) On revient au contexte de l'exercice en supposant que X = P*^ et que / est l'élé- 
vation des coordonnées à une certaine puissance d ^ 2, de sorte que les points de X 
qui sont prépériodiques pour / sont les points à coordonnées racines de l'unité. Mon- 
trer qu'il existe des monômes Go,...,Ga; et des r acines de l'unité Co,...,Cic, tels qu e 
g([xo : • • • : xa;]) - [CoGo(x) : • • • : CfcGfc(x)] ; voir aussi lKAWAGUCHl & SilvermanI iimià . 



Exercice 2.4.9. — Soit G et A des groupes abéliens et soit f: G ^ A une application. 
On suppose que / vérifie la relation (12.1.101 1 et que la multiplication par 2 dans A est 
un isomorphisme. 
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a) Démontrer que l'application b de G x G dans A donnée par bix,y) - f{x + y) - 
f{x) - f{y) + /(O) est bilinéaire et symétrique. 

b) Soit ( l'application de G dans A définie par £{x) = f{x) -jbix, x) +/(0). Démontrer 
que £ est une application linéaire. 

c) En déduire que / est la somme d'une forme quadratique, d'une forme linéaire et 
d'une constante (à valeurs dans A). 



CHAPITRE 3 



ÉQUIDISTRIBUTION SUR LA DROITE PROJECTIVE 



Le but de ce chapitre est d'exposer la démonstration de la conjecture d'équidis- 
tribution des points de petite hauteur pour les systèmes dynam iques sur la droite 
projective. Cette conjecture a été démontrée par lAuTissiEH I2001I) par des techniques 
de géométrie d'Arakelov, mais le cas de la droite projec t ive rn unie de la hauteur 
naturelle (un système dynamique torique) est dû àlBlLuI 119971). I .a mé thode utili- 
sée par Bim a été é tendue au cas général dans Baker & RUMEL\^ ( 20061) (voir aussi 
Baker & Hsia (I2ÔÔ5I) pour les systèmes dy namiques polynomiaux) et indépendam- 



ment par Favre & Rivera- LetelierI iZOOGI) . ces derniers auteurs établissant en outre 

une borne pour la vitesse de convergence^ 

La version que je donne ici est issue de Baker & Rumely 1 20061) avec quelques sim- 
plifications que permettent un résultat de BakerI ( 2006 ) et l'emploi de techniques 
classiques en théorie du potentiel. 



§3.1. Fonctions de Green 

Dans toute cette section, on se donne un corps valué Cy qui est ou bien le corps C 
des nombres complexes, ou bien le corps Cp, pour un nombre premier p. On note M 
la valeur absolue de C,;. Soit / un endomorphisme de degré d de la droite projective, 
donné par deux polynômes homogènes {U, V) en deux variables X etY k coefficients 
dans Cy, sans zéro commun dans autre que (0,0). 

La n-ième itérée de / est donnée par deux polynômes homogènes (C/„, ¥„) de de- 
gré d". En fait, ces polynômes obéissent aux relations de récurrence 

Un+iiX, Y) = mUniX, Y), VniX, Y)) = [7„([7(X, Y), ViX, Y)), 
Vr^+liX, Y) = ViUniX, Y), V^iX, Y)) = Vr^mX, Y), ViX, Y)). 

Ils sont de degré d" et sans zéro commun autre que (0, 0). 

Soit 00 le point [1 : 0] deP^ Le diviseur/* 00 est défini par l'équation V = 0. Onaainsi 
f*oo = (ioo + div(y/y^). Notons la fonction de Green normalisée pour le diviseur 00 
et la fraction rationnelle V{X, Y)IY'^. 
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A. Ensemble de Julia rempli 

Lemme 3.1.1. — Pour tout (x, y) eC^, la limite suivante 

(3.1.2) Ai;(x,y)= lim -^logmax(|?7„(x,y)Uy„(x,y)|) 
existe. Enfuit, on a 

Ai;(x,y) = Ai;([x:y]) + log|y| 
pour tout (x, y) g tel que y^O. 

Démonstration. — Lorsque (x,y) = (0,0), la suite qui définit A,; est constante de va- 
leur -oo. Nous allons montrer qu'elle converge en tout autre point vers un nombre 
réel. 

Comme UetV sont sans zéro commun, on déduit du théorème des zéros de HiL- 
BERT l'existence d'un encadrement 

(3.1.3) c~^max(|x| , ly])"^ ^ max(|C7(x,y)| , |y(x,y)|) ^ Cymax(|x| , lyD"^, 

valable pour tout couple (x, y) e Cy x Cy. (La méthode a été exposée plusieurs fois déjà, 
par exemple dans la preuve de la proposition ll.3.4[ ) On en déduit que 

^ logmax (I Unix,y)\,\Vn (x, y) | ) - logmax (| [/„+ 1 (x, y) | , | y„+i (x, y) | ) 

est majorée uniformément par un multiple de d~" sur le complémentaire de (0,0) 
dans Ci; x Cy, d'oii la convergence normale de la suite (d""logmax(|C7„| , | V,j|)) sur cet 
ensemble. Sa limite est donc une fonction continue sur C^ \ {(0, 0)} et la fonction 

(x,y) ^ Ai;(x,y) -logmax(|x| , |y|) 

est bornée sur C^ \ {(0,0)}. En particulier, Ay est bornée sur tout domaine de C^ de la 
forme 

a ^ max(|x| , |y|) ^ b, 

où a et b sont des nombres réels strictement positifs. 

Par construction, on a AviUix,y),V{x,y)) = (iAy(x,y). De plus, pour u g C* et 
(x,y) G C,y X C,; distinct de (0,0), on a A^iux, uy) = \og\u\v + A,y(x,y). Par suite, l'ap- 
plication (x, y) '-^ Ay (x, y) - log | y | définit, par passage au quotient, une application (p, 
continue, de P^(Cy) \ {oo} dans R. L'ensemble des [x : y] g P^Cy) tels que |y| ^ |x| est 
un voisinage du point oo = [1 : 0] ; en un tel point [x : y] avec y^O, 

(pi[x:y]) = Ai;(x,y) -loglyl = - log ,^1 . . + (Ai;(x,y) -logmax(|x| , lyl)) . 

max(|x|,|y|) 

Par suite, q) est une fonction de Green pour le diviseur oo. 
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Les relations 

q){f{[x:y])) = (p{[U{x,y):V{x,y)]) 

= AAUix, y), Vix, y)) - log | Vix, y) \ ^ 
= <iAt;(x,y) -log|y(x,y)|^ 

= d(p[[x: y]) - log 



V{x,y) 



montrent qu'elle vérifie en outre l'équation fonctionnelle qui caractérise la fonction de 
Green normalisée. On a donc Xi, = (p. □ 

Soit l'ensemble des couples (x,y) e tels que la suite {Un{x,y),Vnix,y)) soit 
bornée dans . On l'appelle V ensemble de Julia rempli homogène de /. 

Proposition 3.1.4. — Pour qu'un point {x, y) de CifXCi,, appartienne à il faut et 
il suffi t qu'il vérifie A j; (x, y) ^ . 

Démonstration. — CommeAi;(x,y) = lim<i""max(| [7„(x,y)| ^ , IV^Cx.y)! j^), il est clair 
que l'on a A y (x, y) ^ pour tout (x,y) e J^y. 

Inversement, si l'on pose m = c^^'^^~^\ l'inégalité 1 13. 1.31 1 entraîne que pour 
tout (x, y) e Cy X C; et tout nombre réel iî > 0, on a l'implication 

mmax(|x|^,|y|^) ^iî => mmaxi\Uix,y)\^,\Vix,y)\^) ^ R'' . 

Pour un couple (x, y) e tel que m max( |.>!^|y.|y|i;) ^ R avec iî > 1 , on en déduit que 
mmax(|[7„(x,y)| ^, I V„(x,y)| ^) ^ R^" , d'où l'inégalité Ay(x,y) ^ logiî > 0. Il en est de 
même s'il existe un entier n tel que m max( | C/„ (x, y) | ^ , | V„ (x, y) | > 1 . Autrement dit, 
si Ay(x,y) ^ 0, alors max(|?7„(x,y)|y , | V,j(x,y)|^) ^ 1/m pour tout n, ce qui démontre 
que la suite {Unix,y),Vn{x,y)) est bornée dans C^. □ 

Exemple 3.1.5. — Supposons que U^X"^ etV^ Y'^. Alors, [/„ = X^" et Vn = F^" pour 
tout n. On a donc max(|[7„(x,y)| , | V„(x,y)|) = max(|x| , \y\)'^ si bien que l'ensemble 
de Julia rempli est le bidisque B\, où 5^ = {xe C,y; |x| ^ 1}. 

Exemple 3.1.6. — Supposons que Cy soit ultramétrique et que les conditions sui- 
vantes soient satisfaites : 

- les coefficients de C7 et y sont de valeur absolue au plus 1. 

- leur résultant Res([/, V) est une unité t'-adique. 

(On dit que le système dynamique a bonne réduction.) Alors, l'ensemble de Ju- 
lia rempli homogène est exactement l'ensemble des couples (x,y) g tels que 
max(|x|^,|y|^) ^ 1. 

En effet, dans l'inégalité II3.1.3I I. on peut prendre la constante Cy égale à 1. C'est clair 
pour l'inégalité de droite : si max(|x|,|y|) ^ 1, alors max(|[7(x,y)| , |y(x,y)|) ^ 1. En 
particulier, si un couple (x,y) e vérifie |x|^ ^ 1 et \y\^ ^ 1, il en est de même des 
couples (Î7„(x,y), y„(x,y)) et (x,y) g J^. 
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Avant de démontrer l'inégalité de gauche, rappelons que par définition, le résul- 
tant Res([7, y) est le déterminant de l'application linéaire iA,B) ■-^ AU + BV de l'es- 
pace {.Ci,[X, Y]d-i)^ dans C^IX, Y]2d-i, dans les bases standard données par les mo- 
nômes ; considéré comme fonction polynomiale des coefficients de U et V, il est bi- 
homogène de bidegré idid-l),did- 1)) et s'annule si et seulement si [7 et y ont un 
zéro commun. La théorie du résultant affirme qu'il existe des polynômes homogènes 
A et 6 de degrés d-1 tels que AU + BV - Res(C7, V)X^^~^, et les coefficients de ces po- 
lynômes appartiennent au sous-anneau de engendré par les coefficients de C7 et y ; 
ce sont donc des éléments de valeur absolue au plus 1. Par suite, sous l'hypothèse que 
|Res([7, y)| = l,ona 

|x|2^-i^max(|x|,|y|)^-imax(|C7(x,y)|,|y(x,y)|), 

et donc 

|xKmax(|[7(x,y)|,|y(x,y)|)i'^. 
Par symétrie, |y| vérifie la même majoration. Par récurrence, on obtient l'inégalité 

max(| X I , I y I ) ^ max( I C7„ (x, y) I , I y„ (x, y) I ) ^ , 

valable pour tout n ^ 1. En particulier, si la suite iU„ix,y),Vnix,y)) est bornée, 
max(|x|,|y|) ^ 1, ce qui conclut la preuve que est l'ensemble des couples (x,y) eCl 
tels que max(|x| , |y|) ^ 1. 

B. L'inégalité de Baker 

Pour tout couple de points distincts, (Pi, Pz) ^ (P^ ^ P^) (Cy), de coordonnées homo- 
gènes [xi : yi] et [X2 : yz] respectivement, posons 
(3.L7) 

G,(Pi,P2) = -log detf^' +A,(xi,yi) + A,(x2,y2)-— ^log|Res(L^,y)|,. 

On vérifie immédiatement que cette expression ne dépend pas du choix des coordon- 
nées homogènes définissant les points Pi et Pz- Elle ne dépend pas non plus du choix 
des polynômes homogènes U etV grâce à l'homogénéité du résultant. 

Si les coordonnées homogènes de Pi et P2 sont choisies de la forme [zi : 1] et [Z2 : 1], 
on a 

(3.1.8) G, (Pi , P2) = - log I zi - Z2 L + g. (Pi) + g. (P2) - -77^— rz log I Res ( L^, F) | , . 

d{d - 1) 

On voit ainsi que Gp est une fonction de Green pour le diviseur diagonal de x — il 
ne faut cependant pas la confondre avec les fonctions de Green de diviseurs sur P^ ! La 
fonction Gp jouera ici le rôle (de l'opposé du logarithme) d'une distance entre points 

La proposition essentielle sur laquelle reposera la démonstration du théorème 
d'équidistribution est la minoration sui vante de moyennes de la fonction G^. C'est un 
analogue d'un théorème d'ELKiES (voir lLANcI (fÏ988.] . théorème 5.1, p. 150) dans le cas 



des fonctions de Gre en norma l isées ; l'assertion sur la limite inférieure est le pendant 



d'une minoration de lFALTiNGsl (119841] 
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Proposition 3.1.9 IbakerI 120061) 1. — Il existe un nombre réel Cv tel que pour tout en- 
tier n et toute famille (Pi P„) de points distincts deV^iCv), on ait 



n{n- 1) 



£ GAPi,Pj)>-Cu 



logn 



n 



En particulier, 



liminf 

[Pi ,...,Pn) distincts 



nin-l) 



£ G,(P^Py)^0. 



La démonstration de cette proposition fera l'objet du ^3.31 

C. Diamètre transfini liomogène 

Nous terminons cette section par une première application de l'inégalité de la 
prop. l3TL9l à savoir le calcul du diamètre transfini homogène de l'ensemble de Julia 
rempli homogène. Il s'agit d'un analogue du fait, classique en dynamique polynomiale 
sur C, que le diamètre transfini, ou la capacité, de l'ensemble Julia d'u n polynôme 



f = g ^x^ + ■■■ + ao e C[x], de degré d ^ 2, est égale à la^l ^^^'^ (Vo i r Iransford 



1 199511 ■ théorème 6.5.1, p. 191). Cette formule est due à IDeMarcoI iZOOm dans 
le c as archimédien et à IBaker & RumelyI 1120061) dans le cas général; on trouvera 
dans lOEMARCO & Rumel^ 120071) la généralisation au cas de n polynômes homogènes 
de même degré en n variables. 

Pour zi = (xi, yi) et zz = (X2, yz) dans C^, on pose 

d{zi,Z2) = |xiy2-X2yi|. 

Le diamètre transfini homogène d'une partie bornée K de est défini par la formule 

5^iO=lim sup ]\d{Zi,Zj)^"'^''-^\ 

" zi,...,z„eKijLj 

Par la même méthode que dans le cas classique, on vérifie facilement que la limite 
existe : notant ôyAK) le n-ième terme de cette suite, la suite {ônlK)) est décroissante. 
Soit en effet zi,...,z„,z„+i e K. Pour tout {1,..., n + 1}, ona 

n d(z,-,z;)^5J^Q"^"-". 

\^i,i^n+l 
ijjis 

Faisant le produit de ces inégalités, on obtient 

n diZi,Zjr-'^ôniKr^"-'^^"^'\ 

soit encore 

Par suite, Ôn+iiK) <:ôniK). 

On s'intéresse dans cette section au diamètre transfini homogène des ensembles de 
Julia remplis. 
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Exemple 3.1.10. — Supposons que C;; soit ultramétrique et montrons que le diamètre 
transfini homogène du bidisque K = B^, oii By = {x g C,; ; |x| ^ 1}, est égal à 1. 

Par l'inégalité ultramétrique, diz, w) ^ l pour z et w dans K. On voit donc que 
d'aile) ^ 1. Par ailleurs, si Pi,...,P„ sont n éléments de Cy x Ci; de la forme {Zi, 1), oii 
zi,...,Zn sont des éléments distincts de C y, de valeur absolue ^ 1 et dont les images 
dans le corps résiduel soient distinctes, on a d{Pi,Pj) = 1 pour tout couple tel 
que i ^ j. Puisque le corps résiduel de C;; est infini, il existe de telles familles. Avec les 
notations introduites au début de ce paragraphe, on a donc ôniK) = 1, d'où ô^{K) = 1. 

L'exemple qui précède calcule donc le diamètre transfini homogène d'un système 
dynamique à bonne réduction ; la formule suivante concerne le cas d'un système dy- 
namique général. 

Proposition 3.1.11. — Ona(5^(^J = |Res(C7,y)r^'^'^"^'. 

Démonstration. — Nous faisons la démonstration sous l'hypothèse supplémentaire 
que les coefficients de / appartien nent à un corp s de nombres, en renvoyant à l'exer- 
cice |3321 pour le cas général et à IBakerI (120091) . cor. A. 16, pour une démonstration 
purement locale. 

Rappelons que la fonction de Green sur x est définie par la formule 



GAlxi : yi],[x2 : yz]) = -log(i((xi,yi),(x2,y2)) + Ay(xi,yi) + Ay(x2,y2) 

1 



d{d-l) 

Par suite, si les points Pi = (x,, y,) appartiennent à on a 



log|Res(C/,F)| 



X GAPi,Pj) ^ -log m dœi,Pj) - — — -log|Res(C/,F)|. 



n{n-l)f^j - -\f^ d{d-l) 

Faisons tendre n vers l'infini et appliquons la prop. l3.1."9] : on trouve donc 

logôH^,) log|Res(£/,y)|,. 

Pour établir l'inégalité dans l'autre sens, on écrit les inégalités analogues pour toutes 
les places w du corps de nombres F engendré par les coefficients de /. Pour w e Mp, 
notons dw la fonction analogue à d mais avec la valeur absolue M w de Cw Pour tout 
couple {Pi.Pz) d'éléments de Cy x Cy, on a, notant Pi = (X;,y/), l'égalité du,{Pi,P2) = 
\x1y2- Xzyilj^. Si Pi et P2 sont des éléments distincts de F x F, la formule du produit 
entraîne donc 

^ e^logd^(Pi,P2) = 0. 

weMp 

Par conséquent, pour tout n-uplet (Pi, . . . , P„) d'éléments de F, on a 

^ eujlogô''„{^uj)> E £w . E \ogdu,{PuPj) 

^ E E eu^logdu,iPi,Pj)^0. 

l^'Vj^w weMp 
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Comme 

w U[Cl IJ II, 

toujours par la formule du produit, on a égalité place par place, comme il fallait dé- 
montrer. □ 



§3.2. Démonstration du théorème d'équidistribution 

Il s'agit de démontrer le théorème suivant, cas particulier du théorème l2.3.1l lorsque 
X = P\ 

Théorème 3.2.1. — Soit f: un endomorphisme de degré d ^ 2 défini sur un 

corps de nombres F. Soit h la hauteur normalisée relativement au flbré en droites ^(1) 
surP^. SiPeP^iQ), notons ôp la mesure de probabilité sur P^iO, moyenne des masses 
de Dirac aux conjugués de P sous l'action du groupe Gal(Q/F) . 

Pour toute suite (P„) de points distincts de pHQ) telle que h{Pn) 0, la suite de me- 
suresôp^^ surP^iC) converge faiblement vers la mesure canonique fi f. 

Remarque 3.2.2. — Considérons deux endomorphismes de degré ^ 2 de P\ disons / 
et g, à coefficients dans un corps de nombres. Supposons qu'ils aient une infinité de 
points prépériodiques en commun. Puisque les points prépériodiques sont ceux de 
hauteur normalisée nulle, cette hypothè se est satisfaite lorsque les hauteu rs norma- 
lisées hf et hg coïncident, comme dans Ikawaguchi & SilvermanI izoolài . On peut 



alors construire une suite (P„) de points distincts de P^Q) vérifiant hf{Pn) = hgiPn) 
0. Par suite, les mesures canoniques fif et fïg coïncident. C'est alors un thème clas- 
sique en dynamiqu e complexe que de relier / et g. Hormis des cas exceptionnels, 
Levin & Przytycki {1997) démontrent par exemple qu'il existe des entiers m et n tels 



que (/ ^ ° /) ° Z'" = (g ^ o g) o g". (Dans cette équation, / ^ o / est à considérer comme 
une branche de la correspondance qui serait notée de la même façon.) 

A. Hauteur et discrépance 

Commençons par relier hauteur d'un point et les valeurs des fonctions de Green G^. 
Soit P e pHQ) ; notons n son degré sur F et Pi,...,P„ ses conjugués. Supposons 
n^2. On pose alors, pour toute place v e Mp, 

(3.2.3) DAP)^ / E GAPi,Pj). 

C'est la discrépance i^-adique de P : elle mesure la proximité mutuelle des conjugués 
de P pour la topologie f-adique ; elle est d'autant plus grande que ces conjugués sont 
proches. 

Proposition 3.2.4. — Pour tout point P eP^iQ) privé de P^ {F), on a 

kP) = l E ^vDAP). 

^ veMp 
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Démonstration. — Comme P ^P^{F), P ^ oo. On peut alors fixer les coordonnées ho- 
mogènes des Pi sous la forme [Zi : 1], avec Zi g Q. Par définition de Gy, 

DAP) = - / ,, L^og\zi-Zj\^ + -f;^XAPi)- ^ log|Res(£/,y)L. 
nin-l)f^j nfr{ a(a-l) 

Par théorie de Galois, ou d'après le théorème sur les fonctions symétriques élémen- 
taires, le produit Ylijtj izi - zj) appartient à F ; c'est, au signe près, le discriminant A(P) 
du polynôme Yl'^^^iT- zi). Par définition de la hauteur locale relative au diviseur oo 
et à la fraction rationnelle V{X,Y)IY'^ ,ondi donc 

Dy{P)^2hAP)- —^—r, log I A(P) I , - log |Res(C7, V)^, 

n(n-l) a(a-l) 

La décomposition de la hauteur normalisée en somme de hauteurs locales normali- 
sées, pour P 7^ oo, s'écrit 

h{P)^ ^ EyhyiP). 

veMp 

D'autre part, la formule du produit implique que 

^ £,log|A(P)|,= X e.log|Res([7,y)|, = 0. 

veMp veMp 

La proposition en résulte. □ 

Corollaire 3.2.5. — Soit (P„) une suite de points distincts de P^(Q) telle que h{Pn) 
tend versO. Pour toute place v de F, on a 

lim Dy(P„) = 0. 

Démonstration. — Comme il n'y a qu'un nombre fini de points de hauteur bornée et 
de degré donné, le degré de P„, [F(P„) : F], tend vers l'infini quand n ^ oo. D'après la 
prop. l3.L9l liminf„ DpiPn) ^ 0. Alors, pour toute place w de F, on a 

0= lim Y. i£vDAPn)) 
^limsup(£^D^(P„))+ ^ liniinf(eyDy(P)) 
^limsup ieu,Du;{Pn)), 

n 

d'oil le corollaire. □ 
B. Énergie 

Soit w la valeur absolue archimédienne de F associée à l'inclusion de F dans G. 
Pour simplifier les notations de ce paragraphe, nous désignons par G la fonction de 
Green Gw et par jU la mesure canonique fif. Nous notons M = P^(C) et A la diagonale 
de M X M. 

Par leurs définitions mêmes, G et /i sont reliées par l'équation aux dérivées partielles 
(3.2.6) dd''G{z,w) + Ô^ = d^l{z) + dpL{w) 
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sur M X M, où 5a désigne le courant d'intégration sur la diagonale A. En outre, G est 
symétrique (G(z, w] - Giw,z)] et minorée. 

On appelle énergie d'une mesure de probabilité v sur M la quantité (éventuellement 
infinie) 

(3.2.7) Eiv)=[ G(P,Q)dv{P)dv{Q). 
Le potentiel de v est défini par la formule 

(3.2.8) Mv(P)= [ G{PQ)dv{Q). 

JM 

Notons Wi l'espace de Sobolev des fonctions u sur (C) qui sont localement de 
carré sommable, ainsi que les coefficients des formes différentielles données par sa 
dérivée du au sens des distributions. (Il en est alors de même de du.) Si us Wi, on note 
Il ulloir la semi-norme de Dirichlet de u, définie par 

||i/||Qjj. = — I duAdu = - l udd'^u. 

Lemme 3.2.9. — a) Le potentiel Uy d'une mesure de probabilité v est une fonction 
semi-continue inférieurement sur M qui vérifie l'équation dd'^Uy + v = p au sens des 
distributions. En outre, u^ est constante, de valeur Bip). 

b) Si V est une mesure de probabilité dont le potentiel Uy est une forme différen- 
tielle^'^, onaEiy) = E{p) + WuyW'^^^. 

c) Une mesure v est d'énergie finie si et seulement si son potentiel appartient à Wi . 

Démonstration. — a) Comme max(G, m) est continue pour tout nombre réel m, Uy est 
limite croissante de fonctions continues ; elle est donc semi-continue inférieurement. 
L'équation dd"^ Uy-\-v = p se démontre aisément par intégrations par parties. Appli- 
quons cette formule kv = p;i\ s'ensuit que u^j, est harmonique, donc constante, de 
valeur £■()[/) = / u^l(_P) dp{P). 

b) Si Uy est lisse, on a 

E{v)= [ Uy{P)dv{P) 

JM 

= [ Uy{P)[dp{P)-dd^Uy(P)) 

JM 

= llMvllDir+ / Uy{P)dp{P) 
JM 

= Il Mvlloir + [ GiP, Q) dpœ) dv{Q) 

JMxM 

= ||UvllDir+ 1 uJQ)dviP] 
JM 

= ||MvllDir + ^()")- 

c) Si Uy e Wi, on déduit facilement de l'égalité précédente que E{v) < oo. Inverse- 
ment, on peut approcher v par une suite Ve de mesures de probabilité lisses d'énergies 
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bornéeslIï3 Leur potentiel appartient alors à Wi (hors de P, u^i-) - G{P, •) est de dd'^ 
lisse et G{P, •) appartient à Wi). Les normes || Ue lloij- sont bornées lorsque e^O, puisque 
les énergies des mesures sont uniformément bornées. Il existe donc une sous-suite 
faiblement convergente dans Wi modulo les constantes ; soit ueWi sa limite. Alors, 
dd"^ u - dd'^ Uy, si bien que u-Uy est une distribution harmonique, donc est constante. 
On a donc M G U^i. □ 

Théorème 3.2.10. — On a E{y) ^ E{^) ^ pour toute mesure de prohabilité v. De 
plus, E{v) = EijjL) équivaut àv = (jl. 

Démonstration. — Soit c le nombre réel dont l'existence est affirmée par la prop. 13.1.^ 
Ainsi, si Pi , . . . , P„ sont des points distincts de (C) , on a 

1 ^ log« 



n{n-\) f^j 



n 



Comme G(P, Q) vaut +oo si P = Q, cette relation vaut même si les Pi ne sont pas dis- 
tincts. On peut alors intégrer cette relation par rapport à la mesure-produit i8>dv(P/). 
Par symétrie, on obtient 

1 r , , logn 

— ^ G(P, Q) dv{P) dv{Q) ^ -c-2-, 

1) jpi(C)xpi(c) n 



soit encore 



E{y)=\ G{PQ)dv{P)dv{Q)^-c 



logn 



i(C)xpi(C) n 
Lorsque n ^ oo, on obtient E{v) ^ 0. 

Supposons alors E{v) ^ Eifj.). En particulier, v est d'énergie finie. Il existe donc u e 

'Dir- 

'Dir 



Wi tel que dd*^ u + v = /i et E{v) - E{jS) + Il mII^j^. Par conséquent, E{v) ^ E{jj), d'oii 
l'égalité. Alors, || uWl.- = si bien que u est constante. Donc /i = v. □ 



C. Fin de la démonstration 

L'ensemble des mesures de probabilité sur la sphère de Riemann P^(C) est faible- 
ment compact. Pour montrer que la suite de mesures de probabilités ((5p„) converge 
vers fif, il suffit de montrer que /// est sa seule valeur d'adhérence. Quitte à extraire 
une sous-suite convergente de la suite (5p,J, il est ainsi loisible de supposer que (5p,J 
converge vers une mesure de probabilité v. On doit montrer que v- fif. 



'^'À l'aide d'une partition de l'unité, on se ramène au cas de mesures supportées par le disque unité et 
oti G(z, w) - loglz- w\~^. Soit /i£ des mesures de probabilités de la forme pe(r) rdrdd, et oti les fonc- 
tions Pe sont positives, à support dans [0,1] et où peir) tend uniformément vers sur tout intervalle 
fermé de la forme [a, 1] lorsque £ ^ 0. Posons Ve -v*^e', les mesures Ve sont à densité '^é'°° et convergent 
vers V quand e ^ 0. L'inégalité 

Jloglz- wf^d/if (w) ^loglwf^ 
montre que l'énergie de est au plus égale à celle de v. 
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LEMME3.2.11. — On a 



I 

JpH 



Gu,iP,Q)dviP)dviQ)^0. 



Hc)xpi(C) 

Démonstration. — Notons A la diagonale de (C) x (C). Par définition, 



JpH 



Gw^z, z')dôp„ (z) dôp^ [z'). 



i(C)xpi(C)\A 

La fonction Gw est continue hors de la diagonale et minorée partout. Si M g R, posons 



G^ = max(M,G„;). Alors, 



L 



G™ (z, z')5p„ (z) 5p„ (z') ^ Du,œn) + -M. 
(C)xpi(c) n 



Faisons tendre n vers l'infini ; on obtient donc 

[ G^(z,z')dv(z)dv(z') ^0. 

Jpi(C)xpi(C) 

Faisons tendre maintenant M vers oo. Le lemme de convergence monotone implique 
alors 



[ G^(z,z')dv(z)dv(z')= lim [ 

Jpi(C)xpi(C) M-ooJpi 



(C)xpi(C) 



G^(z,z')dv(z)dv(z') ^0. 



□ 



Autrement dit, la mesure v est d'énergie négative ou nulle. Comme E{v) ^ E^ii) ^ 0, 
on a V = jU. 



§3.3. Preuve de l'inégalité de Baker 

Nous démontrons dans ce paragraphe la proposition s. L91 

Lemme 3.3.1. — Pour tout entiern, posons 



Dr 



inf 



Y^GAPi.Pj). 



(Pi,...,p„)epi(c„)" n{n-l) f^j 
La suite {Dn) est croissante. 

Démonstration. — En effet, si Pq, ...,Pn sont des points de P^ (Ci;), 



n 1 " 



fc=0 

1 " 



E GAPhPj) 



y n{n-l)Dn^n{n + \)Dn, 

"-lfc=o 



d'où l'inégalité Dn+i ^ 



□ 
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Il va ainsi suffîr de minorer pour certains entiers N; on peut par exemple sup- 
poser que N - d^"^^, avec A; e N. Pour la démonstration, il sera cependant plus aisé de 
supposer N = td^ avec k^0et2^t^2d-l. 

Posons m = N-l. L'espace vectoriel des polynômes homogènes de degré m est 
de dimension N. Nous allons en considérer deux bases. 

La première de ces bases, est la famille des monômes X^Y'^, où a + b = m. 

Rappelons que l'on a défini des polynômes UniX, Y) et VniX, Y) pour tout en- 
tier n ^ en posant Uq = X, Vq = Y, puis en définissant par récurrence, Un+i = 
UiUniX, Y), VniX, Y)) et Vn+i = ViUniX, Y), VniX, Y)) si n ^ 0. On a vu que ces poly- 
nômes « relèvent» à la dynamique de l'endomorphisme / de P^iC^) ; pour tout n, 
Un et Vn sont premiers entre eux, non nuls. Notons alors la famille des polynômes 
de la forme 

^0 '^O ^1 '^l •••^k k ' 

OÙ ai + bi = d - l pour ^ i < k et Uk + bk = t - l. Cette famille est de cardinal N et 
contenue dans l'espace Soit An sa matrice dans la base J^n- 

Lemme 3.3.2. — Posonsr = N{N-{t+k{d-l))/2d{d-l).Ledéterminantde An vérifie 
detiAN) = +ResiU,VV. 

Démonstration. — Montrons d'abord que "^jv est une base de On peut pour cela 
raisonner par l'absurde et supposer que N est le plus petit entier tel que soit liée. 
Considérons une relation de dépendance linéaire non triviale 

qu'on peut récrire ccUjT^ + pVjc = 0, avec 

a= y C uU''°V''° Tjak-lybk-l 
" ^a.b^'o •••^yt-l ^ k-l 

bk=0 

P- 2^ Ca,bL'o '^O ^k-\ '-'k ^k 

Si a = 0, on divise tout par Vjt et on remplace t par t-\, sauf si ? = 2 auquel cas on 
remplace k par k-\. Par minimalité de N, a ^ 0. Comme U]c 0, on a alors P ^ 0. 
Notons que 

deg(a) = m - d^{t- l) = td''-l- d^it- l) = d^- 1. 

Comme C7;t et sont sans facteur commun, Vjt divise a, ce qui contredit l'inégalité 
deg(a) = - K deg(Vjfc) = d''. 

Inversement, siU etV avaient eu un facteur commun, la famille ne serait mani- 
festement pas libre. 

Oublions alors un instant les valeurs spécifiques des polynômes UetV:le déter- 
minant de est un polynôme à coefficients entiers en les coefficients de U et de V. 
Il s'annule si et seulement si ces polynômes ont un facteur commun, c'est-à-dire si et 
seulement si le résultant deU etV s'annule. Le théorème des zéros de Hilbert entraîne 
alors que le déterminant de An et le résultant Res{U, V) ont exactement les mêmes fac- 
teurs irréductibles dans l'anneau (factoriel) des polynômes. Or, Res([7, 1^) est lui-même 
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un polynôme irréductible en les coefficients de U et V. Il existe donc des entiers c et 5 
tels que 

detUjv) = cRes([7,y)^ 
Considérons le degré de A^v en les coefficients de [/ : il vaut 

degy(det(Aiv)) = id-l) deg{Ui) + • • • + (d - 1) deg(i7fc_i) + (f - 1) deg([/jfc) 



= id-l) + id^-l) + --- + id'''^ -l) + it-l) 



d^-\ 
d-l 



car le degré de Uk en les coefficients de U est égal à (<i^- 1) /(d- 1), comme on le vérifie 
par récurrence. Le degré du résultant Res(C/, V) en les coefficients de U est égal à 2d. 
On a donc 5 = - 1) - kid - \))l2d{d - 1) = r. 

Pour calculer l'entier c, il suffit de le déterminer pour un choix particulier de U et V, 
par exemple U = X'^ eXV - F"^. La famille ^jv coïncide alors avec la famille âêjsi, à 
l'ordre près. On a donc c = ± 1, ce qui achève la démonstration du lemme. □ 

Notons B'^^ les éléments de âS^, pour 1 ^ / ^ iV, et C^'' ceux de ^jv. Pour 1 ^ ; ^ iV, 
soit [Xj : yj] un système de coordonnées homogènes du point Pj. On commence par 
calculer le déterminant )6 de la matrice B dont le terme de ligne / et de colonne 7 est 
B^'nx;,y;).Ilvaut 

^^x^-\..x^-^dex{{yjlxjy) 

_ .^iV-l N-\ 
— A\ ... 




— A\ ... 

Par suite, 

^^ = ±]\{yiXj-Xiyj). 

Évaluons aussi le déterminant 7 de la matrice C dont le terme [i, j) est C'-'^\xj,yj). 
Soit M un nombre réel tel que l'ensemble de Julia rempli homogène soit 
contenu dans l'ensemble des couples (x,y) g tels que |x|^ ^ M et |y|j^ ^ M. Si 
(x,y) e iUk{x,y),Vkix,y)) appartient à pour tout k, d'où |C7fc(x,y)|j^ ^ M et 
l^ifcC-'î^-y)!;; ^ M. Si de plus v est une place ultramétrique, on a alors, avec C^'^ défini 
par la famille (a,b), 

k . 
C^'^ (X, y) = n 1 1/.- y) I I y) I ^ M^o+^o . . . M«'=+*'= = M^ 

avec 5 = kid - !) + (?- 1). Cela entraîne \ ^ M*^. Dans le cas où v est une place 
archimédienne, l'inégalité d'Hadamard implique seulement \ ^ N^'^M^^. Posons 
= 1 si y est archimédienne et 0j/ = sinon. 
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Enfin, la définition de la matrice implique que l'on a a/3 = 7, oii a = det(yljv). Par 
conséquent, 

n lïiXj - Xiyjl^ = \r\l\a\-^ = \r\l IRes(C7, V)\-^'- . 

Passons au logarithme, on obtient 

1 I I ^ NlogN 25 . 2r , 

y log y/x/-x,y/ f^Ou — + log(M) log Res([7, F) 

NiN-Df^j ^'-^ ^ ^■yj\v~-- "NiN-D N-1 ^ NiN-l) ^ 

soit encore, compte tenu de la définition (13.1.71 de la fonction G^, 
1 ^ ^ logiV 25 . 



N{N-l)f^j ' N-l N-l 

( 2r 1 



+ 



log I Res ( C7, y) I ^ + 2 min A y (x, , y, ) . 



[N{N-1) d{d-l), 

Si 2 ^ f ^ 2d - 1 (il suffit que t soit borné), il en résulte alors l'inégalité 

1 ^ logiV 

J^GAPi,Pj) ^ -c^— + 2mmA,(x/,y/). 



NiN-l) f^j ' N 



i 



Rappelons que les coordonnées homogènes [xi : y,] ont été choisies de sorte 
que ixi,yi) appartienne à l'ensemble de Julia rempli homogène On a alors 
Ai;(x/,y,) ^ 0, mais on peut utiliser l'homogénéité de Aj, et la densité dans R de l'en- 
semble des valeurs absolues des éléments de C* pour choisir chaque couple (x, , y,) de 
sorte que Ay(x/, y,) soit arbitrairement proche de 0. 
Cela termine la démonstration de la prop. 13.1.9] 



§3.4. Le théorème d'équidistribution de Bilu 

Lorsque /: ^ est l'endomorphisme donné par [x : y] [x^ : y*^], la hauteur 
canonique est la hauteur usuelle et la mesure canonique est la mesure de Haar norma- 
lisée du sous-groupe compa ct Si de C* c P^ (C). Le théorème d'équidistribution qu'on 
obtient dans ce cas est dû àlBiLUi ll997D . mais une variante légèrement plus faible re- 
monte à 



Erdos & TURÂNI il950|] . C'est la proposition : 



Proposition 3.4. L — Soit (x„) une suite de nombres algébriques deux à deux dis- 
tincts telle que h{Xn) tend vers 0. La suite de mesures {ôx„) sur P^(C) converge vers la 
mesure de Lebesgue portée par le cercle unité Si. 



Dans ce paragraphe, je voudrais expliquer comment lBlLuI il997l) déduit de cette pro- 
position une démonstration de la conjecture d'équidistribution l2.2.14l lorsque X est un 
système dynamique torique. 

Pour simplifier l'exposition, on considère {Q - G^(Q) comme ouvert dense de 

l'espace projectif(P^)^; la hauteur d'un point (xi x^) de (P^)*^(Q) est alors la somme 

des hauteurs usuelles des x,. 
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On appelle sous-variété de torsion de un translaté gH d'un sous-tore H de 
par un point d'ordre fini g e G^(Q). La mesure canonique fik sur G^(C) = (C*)^, aussi 
notée fi, est la mesure de Haar portée par le sous-groupe compact maximal (Si)*^ 
de (C*)^ ; autrement dit, pour toute fonction (p à support compact sur (C*)*^, 



Théorème 3.4.2 Ibilui lll997l) l. — Soit (x„) une suite de points de{Q qui vérifie les 
deux assertions : 

a) la suite {h (x„)) tend vers ; 

b) toute sous-variété de torsion Z Ç G^ ne contient qu'un nombre fini de termes de 
la suite {Xn)- 

Alors, la suite de mesures de probabilités (5jc„) sur G^(C) = (C*)*^ converge vers la me- 
sure fi. 

Il s'agit de la convergence des mesures de probabilités sur un espace localement 
compact, aussi appelée convergence étroite. C'est un peu plus fort que la convergence 
vague car cela garantit que la masse ne part pas, même partiellement, à l'infini. Bien 
sûr, cela coïncide ici avec la convergence des mesures de probabilités sur la compacti- 
ficationP^C)*^. 

Lemmé 3.4.3. — Soit (x„) une suite de points de G^(Q) telle que h{Xn) tend vers 0. 
Alors, pour tout voisinage V du polycercle unité (Si)*^ de G^(C), la suite (5x„(^)) tend 
vers 1. 

Par conséquent, lasuitede mesuresde probabilité (5x„) surG^iC) esttendue, c'est-à- 
dire relativement compacte pour la topologie étroite. De plus, toute mesure de probabi- 
lité adhérente à la suite {Sx,,) est supportée par le polycercle unité. 

Démonstration. — Soit r un nombre réel tel que r > 1 et tel que V contienne l'en- 
semble K des points (zi,...,Zyt) tels que r~^ ^ \Zi\ ^ r pour \ ^i ^k. Pour a g Q, on 
a 

Ha) = \ Y. E logmax(l,|o-(a)|p) 



Y, logmax(l,|cr(a)| = / logmax(l, |z|) 5q;(z). 



[Q(a):Q] a:QM-C 

Comme Ha) - h{a~^) si a 0, on a aussi 

Ha)^ j logmax(l,|z|)5a-i(z) = j logmaxil, \z\~^) 5 aiz), 
si bien que pour a 9^0, 

Ha)^^j logmaxi\z\, \zr^)ôa{z). 
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Si z e Gm(C) est tel que \z\ > r ou \z\ < l/r, on a l'inégalité logmax(|z| Jzl"^) ^ logr. 
La mesure pour ôa du complémentaire de la couronne r"^ ^ \z\ ^ r dans C est donc 
majorée par 



/ 



logmaxdzMzl-i) 2 

<5a(z) ^ hia). 



logr logr 
Par conséquent, additionnant ces inégalités, la mesure du complémentaire de K 
dans G^(C) est majorée par 

ôx„ i^K) ^ J- f K; logmax(|z,| , |z,- ô^^ (zi, . . . , z„) ^ r^^(x„). 
logr j ^,tl j logr 

Lorsque n — ► cxa, la suite (5x„ (CiiT)) tend donc vers ; la suite (5x„ {V)) tend vers 1. □ 

Pour conclure la démonstration du théorème 13.4.21 il suffit donc de démontrer que 
si une sous-suite de la suite {,ôx„) converge vers une mesure de probabilité v, alors 
V = jj,. Quitte à remplacer la suite (x„) par une sous-suite, on peut supposer, et on le 
fait, que la suite {,ôx„) converge vers une mesure de probabilité v. Les deux hypothèses 
concernant la suite sont encore satisfaites. 

Lemme 3.4.4. — Pour qu'une mesure de probabilité v supportée par (Si)*^ soit égale à 

la mesure fi, il faut et il suffit que pour tout k-uplet {ai a0 eZ^ distinct de iO,...,0), 

notant y/: G^(C) Gni(C) l'application donnée par (zi, . . . , z^) ■-^ z^^ • • • z^*", la mesure 
1//* (v) soit égale à la mesure de Haar normalisée sur Si. 

Démonstration. — La nécessité de la condition est évidente : comme y/ induit par res- 
triction un homomorphisme surjectif de (Si)'^ dans Si, if/* ifï) est la mesure de Haar 
normalisée sur Si. Démontrons qu'elle est suffisante. Il s'agit pour cela de prouver que 
pour toute fonction continue (p sur (Si)*, f^^^^k(pdv = f^^^^kcpdfi. Une fonction conti- 
nue sur (Si)* peut être approchée uniformément par un polynôme trigo no métrique, 
c'est-à-dire une somme finie 



E 



cil -.^n 

CaZj^ ■ ■ ■ ■Z^ 



Il suffit donc de prouver l'égalité lorsque (p est un tel polynôme, puis, par linéarité, 
lorsque (p est un monôme z"^ • • • z^". Si (ai, ... , a„) = 0, cp = l et l'égalité vaut car v et jû 
sont des mesures de probabilité. Lorsque (ai,...,a„) ^ 0, elle vaut encore par hypo- 
thèse. En effet, 

/ zj*! •••z^'=dv(zi,...,z„) = / v^(zi,...,Zfc)dv(zi,...,z„) = / zd(i/A*(v))(z). 
Puisque y/* (v) est la mesure de Haar normalisée sur Si, cette dernière intégrale vaut 



e'^ — = 0. 
2n 



Pour la même raison. 



[ z^'---zl'dfiizi,...,zn)= [ zd(i//J/i))(z)=0. 
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Le lemme est ainsi démontré. □ 

Soit donc (ai, ... , a^) un A;-uplet d'entiers relatifs non tous nuls et soit y/: Gm 
l'application donnée par 

Notons que tout x e G^(Q), la mesure y/*{ôx) sur Gni(C) est égale à la mesure Ô-^[x)- 
Lorsque n tend vers l'infini, la suite de mesures de probabilité (5^(jt;„)) sur Gni(C) 
converge donc vers la mesure y/^iv). Nous allons déduire de la proposition 13.4. 1 1 que 
y/* (v) est la mesure de Haar normalisée fii portée par Si. 
Le lemme suivant vérifie que les hauteurs des points y/iXn) tendent vers 0. 

Lemme 3.4.5. — Pour x e G^iQ) , on a 

h{y/{x)) ^ i\ai\ + --- + \a„\)hix). 

Démonstration. — Compte tenu de la relation h{a~^) = h{a), il suffit de démontrer 
que pour a, j8 g Q , on a /z(a/3) ^ hia) + h{p). On conclut alors en effet par récurrence. 
Revenons à la formule IIL2.71 définissant la hauteur d'un point et observons l'inégalité 

max(0, u+ v) max(0, u) + max(0, v), 

valable pour tout couple {u, v) de nombres réels. Si K est un corps de nombres conte- 
nant a et /3, il vient ainsi 

^^^P^"T^T^^ T. E logmax(l,|a/3| J 

^TF-T^^ E E (logmax(l,|a|p)+logmax(l,|j6| j) 

□ 

Si une sous-suite de la suite (i//^(x„)) est constante, de valeur y, on a donc h{y) = 0, 
si bien que y est une racine de l'unité. Pour chaque entier n tel que y/iXn) = y, le point 
Xn appartient à la sous-variété de G^ définie par l'équation y/ix) = y. C'est une sous- 
variété de torsion, translatée d'un sous-tore de G^, le noyau de y/, par n'importe quel 
point de torsion xi e G^ tel que y/ixi) - y. Une sous-suite de la suite (x„) est alors 
toute entière contenue dans une variété de torsion, ce qui contredit l'hypothèse du 
théorème. 

Par conséquent, la suite iy/ixn)) prend une infinité de valeurs distinctes et l'on peut 
extraire de la suite (x„) une sous-suite (x^(„)) telle que les termes de la suite (.y/ixip[n))) 
soient deux à deux distincts. Cette dernière suite est justiciable de la proposition l3.4.1[ 
si bien que la suite (5^(x^(„))) converge vers la mesure fli. Comme elle converge aussi 
vers (v), on a l'égalité requise y/^v - fli. Cela termine la démonstration de Bilu du 
théorème|3Â2l 
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§3.5. Exercices 

Exercice 3.5.1. — Soit u: ^ une application affine. Soit K une partie bornée 
de C^. Montrer que le diamètre transfini homogène de u{K) est égal à |det u\ ô^{K). 



Exercice 3.5.2 iIDeMarcoI (l2003hl. — Soit K un corps et soit [U,V) et (F, G) deux 
couples de polynômes homogènes de K[X, Y]. On suppose que U etV sont premiers 
entre eux et de même degré d, et que F et G sont premiers entre eux, de même degré e. 
On pose alors LAi = C7(F G) et = F (F G). 

a) Montrer que LAi et Vi sont premiers entre eux et de degrés de. 

b) Montrer que le résultant Res([7i, Vi) s'annule si et seulement si l'un des résultants 
Res(C7, V) ou Res(F G) s'annule. En déduire qu'il existe des entiers a,betc tels que 

Res([7i,yi) = cRes([7, y)''Res(FG)^ 

c) En considérant le degré du résultant Res(LAi, Vi) par rapport aux coefficients des 
polynômes U, V, F, G, montrer que a = e et b = d^. Montrer aussi que c = ±1 (si un 
nombre premier p divisait c, le résultant Res([7i, Vi) serait identiquement nul en ca- 
ractéristique p). 

d) Considérer un cas particulier et vérifier que c = 1. 

Exercice 3.5.3. — a) Soit {X,d) un espace métrique et soit a un nombre réel po- 
sitif. Une fonction q): X ^ R est dite a-hôlderienne si \(p{x) - q)iy)\ /d{x,y)" est 
majoré lorsque (x, y) parcourt l'ensemble des couples de points distincts de X. La 
borne supérieure de cette expression est notée Vérifier que l'on définit une 

norme sur l'espace vectoriel F des fonctions a-hôlderiennes bornées en posant 
||/||^ = max(||/||'^, et que cet espace vectoriel ainsi normé est complet. 

b) Soit f: X ^ X une application C-lipschitzienne (c'est-à-dire que d(/(x),/(y)) ^ 
Cd (x, y) pour tout couple (x, y) de points de X) ; soit A; un nombre réel tel que | A;| < 1 et 
soit (po une fonction dans F. Montrer que l'application (p ■-^ T(p = kcpof+cpQ applique F 
dans lui-même ; démontrer que si a < loglfcl"^ /logC, alors T est contractante. (Voir 



aussi lDlNH & SibonyI (120051] . lemme 5.4.2.) 



Exercice 3.5.4. — Soit K un corps valué complet. Pour P = [x : y] et Q = [u : u] 
dans P^(i<r), on pose (i(P,Q) = |xf-yM| /max(|x|,|y|)max(|M|,|i'|). 

a) Vérifier que d{P,Q) ne dépend pas du choix des coordonnées homogènes de P 
et Q. Montrer que d est une distance sur {K). 

b) Soit F = [C7 : y] un endomorphisme de degré d de dans lui-même, défini par 
deux polynômes homogènes U etV e K[X, Y] sans facteur commun, de degré d. Mon- 
trer que l'application induite par F sur P^ {K) est lipschitzienne. 

c) On reprend les notations du paragraphe 13.11 À l'aide de l'exercice précé- 
dent, prouver que l'application [x : y] Av{x,y) - lo g max(|x|, |y | ), bien définie 
sur P ^ (C,y), est hôlderienne. (Voir auss i IsibonyI (1 19991) : Ifavre & Rivera- Letelier 



1 20061) : Ikawaguchi & SilvermanI (l2007fcl) .) 



Exercice 3.5.5. — On considère deux applications continues f\ et fz d'un espace mé- 
trique (X, d) dans lui-même. Soit a un nombre réel et soit F l'espace vectoriel normé 
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des fonctions bornées de X dans R qui sont hôlderiennes d'exposant a. Soit k un 
nombre réel tel que |A;| < 1. 

On suppose que /i et /a sont C-lipschitziennes et que a < loglfcl"^ /logC. On consi- 
dère enfin deux éléments cpi et (p2 de E et les applications affines Ti et T2 de E dans 
lui-même données par Ticp = kcpo + cp^ et T2(p = kcpo f2 + (p2. Elles admettent cha- 
cune un et un seul point fixe dans E, disons (pi et ^2- Montrer que l'on a 

Il . _ . Il ^ \\(Pl-(p2\\a + \k\\\(p2\\ad{fi,f2)" 

\m-(p2\\^ 1-|A;|C« 

OÙ d{fi,f2) désigne la borne supérieure des quantités <i(/i(x),/2(x)) lorsque x par- 
court X. 

b) On reprend les notations du paragraphe 13. Il Montrer que la fonction A y définie 
dans le lemme 13.1.11 dépend de manière continue des coefficients des polynômes U 
et V, uniformément en (x, y) g \ {(0, 0)}. 

Exercice 3.5.6. — Soit /: ^ un endomorphisme de degré d de P^ donné par un 
couple iU, V) de polynômes homogènes de degrés d, premiers entre eux, à coefficients 
dans un corps valué Cy. Soit c son ensemble de Julia rempli homogène. 

a) À l'aide de l'exercice précédent, montrer que le diamètre transfini homo- 
gène ô'^i^u) dépend continûment des coefficients de U et V. 

b) En déduire que la formule de la prop. l3.lTT] est vraie sans supposer que les coef- 
ficients de C7 et y appartiennent à un corps de nombres. 

Exercice 3.5. 7. — a) Soit ai, . . . , des nombres complexes. À l'aide de l'inégalité d'Ha- 
damard, démontrer que 

d 

Y\\aj - ai] ^ d"^^^ Y\maxa,\ai\f~\ 

i<j ! = 1 

b) Soit P ç.C[X] un polynôme de degré d^\. Montrer que son discriminant A(P) et 
sa mesure de Mahler M(P) sont reliés par l'inégalité, due à Mahler, 

|A(P)Kd'^M(P)2^"2. 

c) Quels sont les polynômes pour lesquels l'inégalité précédente est une égalité ? 

Exercice 3.5.8. — Soit d un entier au moins égal à 2 et soit / l' endomorphisme de P^ 
donné par f=[U:V], avec U = X'^etV= V^. 

a) L'ensemble de Julia homogène rempli ^ est le bidisque unité, ensemble des 
couples (x,y) e tels que |x| ^ 1 et |y| ^ 1. 

b) Lorsque Zi,...,z„ parcourent i<r, Wi-tj d{Zi,Zj) atteint son maximum en des points 
de la forme Zi = (X;,y;), où Xi et yt sont de module 1. Il suffit alors de considérer les 
points de la forme (x,, 1), avec x/ de module 1. 

c) Déduire alors de l'exercice précédent que 

puis retrouver la prop. l3.1.9] dans ce cas particulier. 
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